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VIERTER ABSCHNITT.

Die Verzahnung.

Einleitung zur Theorie der Verzahnung.

Devgeichnung von kvummen Linien,

In der geometrischen Theorie der Bewegungsmechanismen spielen
gewisse krumme Linien eine wichtige Rolle, es ist daher ange-
messen, in Kiirze die Verzeichnung dieser Linien vorauszuschicken.
Dabei handelt es sich vorzugsweise um solche Methoden, die mit
einem Minimum von Hilfslinien zum Ziele fithren, damit die Zeich-
nungsfliiche nicht zu sehr leidet.

Yevgeichnung ciner Pavabel.

Es sei der Scheitel A der Parabel, die Richtung A x ihrer Haupt-
axe und ein Punkt M der Parabel gegeben. Fig. 6, Tafel XV,

Man fille den Perpendikel Mp, zeichne das Rechteck A p M b,
theile sowohl A1 als auch pM in gleich viele gleich grosse Theile,
ziehe die Radien A 1, A2, A3 und durch 1,, 2,, 3, Parallellinien zu A x,
so sind die Durchsehnittspunkte 11, 1, 1 dieser Radien mit den
Parallelen einzelne Punkte der Parabel.

Die Richtigkeit dieser Construktion ergibt sich auf folgende
Weise: Setzen wir Ap, = x, Iy, = y die Coordinaten eines belie-
bigen Punktes 1, Ap = « Mp = g die Coordinaten des Punktes
M, 80 hat man:

x:y=—"0bi:g8

20.
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Allein nach dem Theilungsgesetz der Linien AL und by ist:

iuii}' i 8 |

Aus diesen beiden !'I'\ll?ial'!'irllli']l 12*].'_'."- durch Elimination von bi:

Das construktive Verfahren fithrt also in der That zu einer
Parabel. |

Devseidgnung einer Ellypfe, deven Axen gegeben find.

Der Methoden, I';”:‘-"l].“'l'“ zu1 zeichnen, _'_"illl Cs eme grossere An-

zahl; fitr den praktischen Zweck ist es genug, eine derselben zu

:‘*.h.f kennen. Ieh wiihle fologende :
Es sei, Fig. 7, Tafel XV, o der Mittelpunkt der Ellypse, 0 aund 0 b
ihre Halbaxen. Man verzeichne aus o als Mittelpunkt drei concentrische

Kreise und zwar den ersten g1

mit der kleinen Halbaxe, den zwei-

tén a g mit der ETORSE1 “'l..'!r'ixv‘ den dritten ey Ilril -]1:|' .“'-||;|j|_1||:,-

i beider Halbaxen. Zieht man nun einen beliebigen Radius 0qpr und
{48 durch die Punkte q und p, in welchen die Kreise gp und a o ge-
| sehnitten werden, parallele Linien zu 0o und ob, so schneiden sich
diese in eimem Punkt m der ]';||I\'||-r‘, und wenn man diesen Punlkt
mit ¢ durch eine gerade Linie verbindet, so ist diese der Richtung
nach die zum Punkt m gehorige Normale. Die Richtighkeit dieser
Construktion wird auf folgende Art bewiesen. ;
}.\L'lllli man Qa=—a, 0bh—~5 die beiden ”;i“r:lx{']l, On = x,
. : 23 '
mn = y die Coordinaten des Punktes m, r 0 ¢ — ¢, s0 ist:
mn=—y—0qsing—>"bsing, x=—0n=—20 p C08 ¢ == & COS ¢

demnach :

L e
=) (|) Pr st == TS e

Diese Gleichung gehort aber einer Ellypse an, deren Halbaxen
a8 lIlJI<I b :--I'|1:‘_

Nennt man @ den 'Winkel, den die zum Punkt m gehorige Nor-
male mit der Abscissenlinie bildet, so ist bekanntlich, oder wie man
leicht findet :

tang @ = - : 1L, T e N )

o
T
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Bl Ly 170 oA X v dy :
Aber wegen Gleichung (1) ist anch == i o demnach
i 0=
dx 1 v a? -
— — — — —— demnach tang ® = — - nnt man aber ferner
iy TR lach tang it Nennt man aber ferner
T P e ; : : :
¢ den Winkel, den die Linie yms mit 0 ¢ bildet, so findet man leicht,
a sir P - L ¥ -
s tang § = —— i well sin g = — 08 @ — —
da ing 4 b cos oder weil sin ¢ AL 18L,
v
a —
b a' vy
‘.em-_; & = — —_— Bk, Khplgerys
- % |=
hoe i) X
a
demnach f:rg'llﬂ sich tang ® = tang s oder @ = 5, d. h. die Rich-

tung der Linie rms stimmt mit der Richtung der Normale {iberein,
was zu beweisen war,

Amndherungs- Conftruktion einer Ellypfe,

Es seien, Fig. 8, Tafel XV., 0a =a, 0b = b die Halbaxen.
: a—bh g ==l ;
Macht man 0d —= 0d, = 3 und Oe = 0e — 4 — J_. verbin-

2z 2
det die Punkte ode, a, durch gerade Linien, beschreibt hierauf aus a
und g, mit einem Halbmesser da d, a, die Kreisbogen nam und
n, 8, m, und aus e und e, mitdem Halbmesser edn = ed, n, die Kreis-
bogen mbm,, n b, n,, 80 bilden diese vier Kreisbogen zusammen eine
Linie, die fiir ein minder geiitbtes Auge wie eine Ellypse aussieht.
Dieser Schein ist aber nur dann tiuschend , wenn die beiden Halb-

axen nur wenig verschieden sind.
Derjeidmung der Eycloide,
Wenn ein Kreis k, Fig, 9, Tafel XV., auf einer geraden Liniea x von

a an fortrollt, findet man einen Punkt m der Cycloide, die dabel beschrie-

ben wird, wenn man in ax einen Punkt b annimmt, daselbst den Er-

emselben ein nir;.‘:i']l.-%li'lvk mhb
ist
dies die Richtung der zum Punkt m gehiirigen Normale. Wieder-
holt man diesez Verfahren, indem man in ax eine Reihenfolge von
Punkten annimmt, so erhiilt man auch eine Reihe von Punkten der
Cycloide, so wie der zugehirigen Normalen. Allein dabei wird das

zeugungskreis verzeichnet und aunf .«

abschneidet, das so lang ist als a'b. Verbindet man m mit b, so

Papier durch die vielen Hilfslinien und Hilfskreise so sehr in An-
:-.I:ruch genommen , dass zuletzt eine reine Ztlicllulllag nicht mehr
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moglich ist. Nachfolgendes Verfahren ist richtio und schont das
Papier.
Man verzeichne, ]‘.if_{'. I, Tafel XVI., die Hiilfte des |',|",:[-|r;:[”]_+__:|-,.-\|{|-g-_i.

ses und die berithrende Gerade o x. Mache das Bogenstiick § 3 oleich der

Wegliinge 05, , auf welcher der Erzeugungskreis fortrollen soll, theile 65
und 05, in g
03, 04,05 und danndurch 1,, 2,, 3,, 4., 5,

Sehnen, so schneiden sich je zwei von diesen auf einander folgenden

eich viele, gleich grosse Theile, ziche die Sehnen 01, 032,
arallele Geraden zu diesen

Linien in gewissen Punkten 1,, 11, 1, 1v . . ., und es ist leicht zu
erkennen, dass die durch die Punkte 1,, 2,, 3, zu den Sehnen 01, 02. . |
parallel gezogenen Geraden das Normalensystem der Cycloide und
i, I, ur, v, ., . eine Réihenfolge von Ki"t'IHII'IIIIJ!I’..’"ﬂ]]i[i('rfﬂlll]itt‘.i]
dieser Linie darstellen.

Beschreibt man also aus 1, mit dem [[-n]l::nf--'-'c'-r' , 0 den Bogen

B 0a, sodann aus 11 mit dem Halbmesser 11a den Imr'cn ub U, 8 £,
y - so erhiilt man mit einer filr praktische /“’l'l'l'\'f' geniigenden Genanig-
' keit das ganze Bogenstiick oe der Cycloide.
Decseidynung der Epicyeloive.
Die Epicycloide ist diejenige Linie, welche ein Punkt der Peri-

pherie eines Kreises beschreibt, wenn derselbe auf einem anderen
Kreis fortgerollt wird. Der bewegliche Kreis wird Erzengungs-
kreis, der ruhende dagegen Grundkreis genannt,

Es sei, Fig. 2, Tafel XV, a der Anf: m-u-}muL! eines epicycloidischen
Bogens, a b der unbewegliche Bogen, auf welchem der Erzeugm

rels
fortgerollt ist, k die Position des Erzeugungskreises. Macht man

bm — ba, 50 ist m ein Punkt der E ipicyceloide und ist m b der Rie htung
nach die Normale, welche dem Punkt m entspr icht. Wiederholt man
diese Constr ILLnun mehrere Male, indem man in K eine Re ihenfolge von
Punkten annimmt, jedesmal den Erze ugungskreis verzeichnet und
auf demselben die geeipneten Bogenlingen abschneidet, so erhilt
man eine Reihenfolge von Punkten der B ipicycloide, so wie -]w Zl-
'fthuu;,: n Normalen. Jede solche Normale wie m1 schneidet, wenn
sie verlingert wird, den Grundkreis noch ein zweites Mal bei e,

und dieser Punkt kann leicht gefunden werden. Fs ist T o e

- — R ~ . .
m ¢ b, demnach He — — ab, wobei R und r die Halbmesser der
. ;
paiian- ; 4 R :
Kreise K und &k bezeichnen. Setzt man - — 80 wird :
: ;
s~ —
be=nab

o
T
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Man findet also den Punkt ¢, in welchem eine Normale den
Grundkreis zum zweiten Mal schneidet, wenn man von dem Punkt
b an, wo sie den Grundkreis zum ersten Mal schneidet, eine Bogen-
]iEH;_"l‘ f, e abschneidet, die n-mal so gross 1st, als die Bogenliinge o
Hierdurch hat man ein sehr einfaches Verfahren zur Verzeichnung
des Normalensystems einer Epicycloide und mithin auch ein Verfahren
gur Verzeichnung der Linie selbst,

Es sei z. B. Fig. 3, Tafel XV, g der Grundkreis und n — g2,
d. h. der Halbmesser des E rzeugul

_;4|\ui-:- sei halb so gross als
jener des Grundkreises. Macht man vom Anfangspunkt o an eine
Hintheilung 01 =12 = 23 . ... und verbindet dann 1 mt 3,
ferner 2 mit g, 3 mit 9, 4 mit 12, so bilden diese Linien das Nor-
malensystem der Epicycloide und die Punkte 1, 11, IIL, IV . . ., in welchen
sich diese Linien schneiden, sind die Kriimmungsmittelpunkte, aus
welchen die Bogen 01, 1,2, 2 3, . .. .beschrieben werden kinnen,
Auch diese Construktion ist einfach und schont das Papier.

Vevseidnung einer Hypocycloide.

Die Hypoeyeloide ist diejenige Linie, welche ein Punkt der Pe-
ripherie eines Kreises beschreibt, der in einem andern Kreis fort-
g.'.’t‘t'nﬂi wird.

gungskreis kvon a an bisb fortgerollt worden ist. Macht man fm —a b

i, Fig. 4, Tafel XVL, K der Grundkreis, in welchem der ]:'.1'?s:u—

50 ist m ein Punktder Hypocycloide und verbindet man m mit b, so ist
r]u-w. Linie die Richtung der durch m gehenden Normale. Diese

Normale schneidet den Kveis noch einmal im Punkte ¢ und dieser
kann leicht gefunden werden. Denn verbindet man die Mittelpunkte
e und ¢ der Kreise k und K mit m und e, so bilden sich die zwei

folglich o

dhnlichen Dreiecke ¢mb und ¢ C b, es ist m ¢ b,
demnach :
< 2 R~ Ul
,:_]l a— =t mh =— s ah=—n ab
r r
wohbei D gesetzt wurde. Man findet also den Punkt e, in
: £

welchem eine durch b gehende Normale den Cirundkreis zum zweiten
Mal schneidet, wenn man den Bogen & b von a an (n — 1)-mal nach
entgegengesetzater Richtung auftriigt. Hieraus folet ein einfaches
Verfahren zur V erzeichnung der Eh]me]uule

R
Es sei z. B. Fig. b, Tafel XVI, n =

= b T

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK




e

312
Trigt man von o aus eine Theillung 01 = 12 =23 , , . auf,
macht i) F
= —
0L, =03—1) 01 = 2> 01 |
l}-:;l = (3—1) EJ‘_; —— 0 (Td
03, — (3—1) 03 = 2 > 03

verbindet die Punkte 1,, 2,, 3, . . . mit 1, 2, 3, verlingert diese Linien
bis sie sich in 11, 11, IV schneiden, so hat man das Normalensystem
und die Kriimmungsmittelpunkte der Hypoecycloide. Diese kann also
durch kleine Kreishogenstiicke 0a,ab be. .. zusammengesetzt werden.

Nimmt man n — 2, so gibt dieses Verfahren parallele Nor-
malen und als Hypocycloide den durch o gehenden Durchmesser,
was auch ganz richtig ist.

Evolventen.

Nimmt man eine krummlinig begrenzte Scheibe, befestiget an
ihrem Umfang einen vollkommen biegsamen, aber unausdehnsa-
men Faden, wickelt denselben um die Scheibe und zwar 8o, dass
der Faden stets geradlinig gespannt bleibt, so beschreibt der Punkt,
an welchem der Faden gefasst wurde, eine krumme Linie, welche 1
die Evolvente der Scheibengrenzlinie ist, welche letztere auch Evolute
genannt wird.
Es ist klar, dass der Faden in jeder seiner Positionen einerseits
Tangente zu einem Punkt der Evolute und andererseits Normale 3
zu einem Punkt der Evolvente ist. Man findet also das System der
Normalen einer zun verzeichnenden Evolvente, wenn man zu der
gegebenen Linie das Tangentensystem darstellt, was praktisch
mit hinreichender Genanigkeit mit einem Lineal lejcht geschehen
kann.

Geometrische Theorie der Verzahnung.

Allgemeine Erklarungen. Versieht man zwei der Richtung nach
parallel gelagerte Axen mit ecylindrischen Scheiben, presst diese
gegen einander und dreht hierauf eine der beiden Axen mit gleich- 1
formiger Geschwindigkeit, so entsteht dadurch auch in der zweiten
Axe und jhrer Scheibe eine gleichférmige drehende Jewegung, vor-
ausgesetzt, dass der Widerstand, welcher etwa der Bewegung der
zweiten Axe entgegen wirkt, nicht zu gross ist.

Wenn die beiden Scheiben nur anfeinander rollen und nicht

glitschen, sind ihre Umfangsgeschwindigkeiten gleich gross, miissen

=
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sich demnach die Winkelgeshwindigkeiten der beiden Scheiben um-
gekehrt wie ihre Halbmesser verhalten. Nennt man r und g, die
Halbmesser der Scheiben, o und o, die Winkelgeschwindigkeiten
n und n, die Anzahl der Umdrehungen, welche die beiden Schei-
ben in einer Minute machen, endlich s die Axendistanz, so hat
man :

R 4+ R = 4 I

R _i __i l ORI R O T (ij

E‘t [} n

Hieraus folgt, wenn man ., n und n, als gegebene Grossen be-
trachtet :

R, =— —

(%)

Diese Bewegungsmittheilung durch zwei auf einander rollenden
cylindrischen Scheiben ist eine vollkommen sanfte und 1st in sofern
den praktischen Zwecken ganz angemessen, allein sie hat zwei nach-
theilige Eigenschaften; sie ist unsicher, indem sehr leicht ein Glit-
schen der Scheiben eintritt und kann auch nicht zur Uebertragung
von grossegen Kriiften gebraucht werden, weil in diesem Falle die
Scheiben sehr stark gegeneinander gepresst werden miissten, was
3 bedeutende Axenreibungen verursachen wiirde. Versicht man aber
die Umfiinge der beiden Scheiben mit regelmiissig geformten , in
einander greifenden Zihnen, so brauchen die Scheiben nicht gegen-
einander gepresst zu werden und kann dennoch eine Bewegung
hervorgebracht werden, die identisch ist mit der Bewegung der
zwei aufeinander rollenden Scheiben, Die Theorie der Verzahnung
hat die Aufzabe zu losen, solche Zahnformen ausfindig zu machen,
dass durch dieselben Bewegungen hervorgerufen werden, die mit
zwei aufeinander rollenden Scheiben iibereinstimmen, also solche
Bewegungen, dass das Verhiiltniss der Winkelgeschwindigkeiten der
beiden Axen fiir jeden Zeitaugenblick der Bewegung einen und
denselben constanten Werth hat. Wir werden in der Folge zeigen,
dass die Aufgabe der Verzahnung eine unbestimmte ist und dass
i sie unendlich viele Auflésungen zulisst, werden auch die allge-

meinen Methoden angeben, durch welche diese moglichen Losungen

gefunden werden kionnen. Allein wir wollen gleich von vorn herein
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bemerken, dass nicht jede in geometrischer Hinsicht richtige Ver-
zahnungsart auch in praktischer Hinsicht von zleichem Werth ist,

sondern dass nur solche Verzahnungsarten zur Ausfithrung em-
pfohlen werden kinnen, die nicht zu starke Reibungen verursachen
and bei welchen keine erheblichen Formiinderungen der Zihne durch
Abniitzung entstehen. Die beste \'t'l'znhunrl_:_' wiire t?is;]n'l:ig-'= welche
nicht nur den frither ausgesprochenen geometrischen Bedingungen

entsprechen wiirde, sondern die noch iiberdies gar keine Reibung

noch eine Formiinderung der Ziihne durch Abniitzung verursachen
wiirde.
Jei diesen einleitenden Erklirungen sind wir von der speziellen
Annahme ausgegangen, dass die mit einander durch Riider zu ver-
:- bindenden Axen parallel sind. Dies ist aber nicht immer der Fall,
sondern sehr hiiufig bilden die Axenrichtungen einen Winkel, schnei-
I den sich jvr]m‘h_, und zuweilen bilden die .\Nl'r11'it']|=.lml'_'_‘r-|:| einen
§ Winkel, ohne sich zu schneiden. Wir haben also Verzahnungen
anzugeben, 1) fiir parallele Axen, 2) fiir gegen cinander geneigte,
aber sich schneidende Axenrichtungen, 3) fiir gegen einander ge-
neigte und sich nicht schneidende Axenrichtungen. Wir beginnen
nun mit einigen speziellen Verzahnungsarten fiir parallele Axen,
gehen sodann zu speziellen Anordnungen fiir geneigte Axen iiber
und schliessen mit den allgemeinsten Verfahrungsarten zur Auffin-
dung von richtigen Zahnformen fiir jede beliebige (Gegeneinander-
lagerung der Axen.

Erfte Vevsahnung mit Sriebfiodien.

Es seien, Fig. 6, Tafel X V1., ¢ und ¢ die Mittelpunkte der Riider, &
und k die Theilrisse derselben, d. h. zwei aus ¢ und ¢ beschriebene sich
beriihrende Kreise, deren Halbmesser sich verkehrt wie die Winkelge-
schwindigkeiten der beiden Axen verhalten. Die Halbmesser dieser
Theilkreise ksnnen vermittelst der frither fiir die Scheiben aufge-
)]

fundenen Gleichungen berechnet werden. Versehen wir den

I<r

is k mit diinnen Stiften 1,2, 3 .., ,, die in gleichen Abstinden
aufeinander folgen, den Kreis k dagegen mit Zahnformen ab, a, by,

aghy . ..., die nach der Epicycloide geformt sind, welche ein

Punkt des Kreises k beschreibt, wenn derselbe auf dem Kreis g

l]'l;'l;;‘f’l'll”i wird, so haben wir cine :_"'!'IJIHl"li"I-‘H'll I'-Ii'llll-._L:'l' Verzahnung.

Denn denken wir uns, der Zahn ab werde in die Position a, b, go-

i B
bracht, so wird der Stift § nach dem Punkt 2 tortgeschoben, in

welehem die Epicycloide a, b, den Kreis k durchschneidet. Ist nun

die Zahnform richtiz, so muss die Bogenlinge aa, gleich sein der

Ad4d
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1-‘-ng(‘n!iht§_’i' t 2. Dies izt aber in der That der Fall, wenn der Zahn
nach der Epicycloide geformt ist, die durch das Rollen des Kreises
k auf K entsteht.

Damit aber Bewegung continuirlich fortdauern kann, muss

ten Ende

in dem Augenblick, in welchem der Stift mit dem iiuss

der Zahnku Jerithrung tritt, wiederum ein nachfolgender Zahn
Igenden Stift in dem Punkt a zusammen treffen
u. 8. f. Die Continuitit der Bewegung erfordert also 1) dass die
der Zihne, oder

ve in 1

mit einem nachfo

Entternung der Stifte gleich ist der Entfernung
—— —— S -, - ¥
dass aa R Tl L B S S "_)._] d

a, : die Zahnlinie a b
durch Wiilzung des Kreisses k auf dem Kreis k auf ecine Bogen-

i

linge, die wenigstens gleich aa,

ist, {__’;t'iiillit'i werde,

Man nennt die Entfernung der Stifte oder die Entfernung der
Anfangspunkte der Zihne die Theilung oder Schrift, und kann
daher sagen, dass diese Stiftenverzahnung 1) gleiche Theilungen
und 2) eine Zahnlinge verlangt, die wenigstens so lang ist, als
der epicycloidische Bogen, der durch Wiilzung auf einer Theilung
beschrieben wird.

Mit dieser Anordnung kann aber keine Kraft iibertragen wer-
den, weil die Stifte durch den Druck der Zithne abbrechen miissten.
Wenn man aber stait der unendlich diinnen Stifte runde eylin-
drische Stiibchen (Triebsticke) anbringt und die Zihne des Rades
K nach der #quidistanten Linie formt, die entsteht, wenn der Trieb-
stockkreis so fortbewegt wird, dass sein Mittelpunkt stets der epi-
eycloidischen Linie ab folgt, so erhiilt man abermals eine geometrisch
richtige und realisirbare Anordnung. Dieselbe ist in Fig., 7, Tafel
XVI. dargestellt.

a, ¢ by 1st die der Stiftenverzahnung entsprechende Epicycloide,
« v 8, st die mit dem Halbmesser des Triebstockes beschriebene
.\<:t|uirli<5:‘.ntc der Epicycloide a, ¢, b, Der Zahn wiirde den Trieb-
stock genau durch eine Theilung bewegen, wenn er nur bis 4,
reichte, weil er aber noch weiter fortgesetzt ist, so bewegt er die
Triebsticke durch mehr als eine Theilung. Wenn der Zahn z, mit
dem Triebstock T, in Berithrung tritt, hort demmach die Einwir-
kung von z, auf T, noch nicht auf. Wollte man die Zihne so for-
men, dass ein Zahn einen Triebstock durch irgend einen beliebigen
Bogen des Theilrisses zu bewegen vermichte, so miisste die Epi-
cyeloide und die zugehirige Aequidistante gerade fiir diesen Bogen
construirt werden. Die Zihne sind zu heiden Seiten symetrisch ge-

bildet, was zur Folge hat, dass sowohl nach der einen wie nach
der andern Drehungsrichtung richtige Bewegungen entstehen. Die
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Liicken zwischen zwei Zihnen sind kreishogenformig, was iibrigens
nicht wesentlich ist, indem die Fliche der Aushéhlung mit dem
Triebstock nicht in Berithrung kommt. Die Liickenweite ist etwas
grosser als der Durchmesser eines Triebstockes, damit nicht leicht
t'ij:\‘ |"..|;|E\;]|-m]|:|1|r_:_-; eintritt. Bei mathematisch !'il'iﬂi_f,:i:!' Form wiirde
aber auch das Einklemmen nicht stait finden, wenn die Zahnliicke

genau so weit wiire, als der Durchmesser eines Triebstockes.
Fragen wir nach dem praktischen Werth dieser Construktion, so
kinnen wir diesen nicht hoch anschlagen, weil der Triebstock noth-
wendig sehr bald seine runde Form verliert. Wilhrend ein Zahn
ans der Position % m die Position 2 |'n|'1!'['|+_']<l_. streicht der Trieb-
stock auf der Zahnfliche hinauns, und zwar mit zunehmender rela-
4 tiver Geschwindigkeit. Dabei ist aber der Druck zwischen dem
A Zahn und dem Triebstock nicht constant, sondern fortwithrend zu-
nehmend, In der Position z, z B. driickt der Zahn z, den Trieb-

P

stock nach der Richtung a 4, ¢,. Fillt man von ¢ aus auf die Ver

Lol ]ji]lg'l']'lll'l"_'f von ¢, a den ]':-rirl-1||]i§-:|-| ¢ D, 80 18t die |.:i|:|-_-'|- desselben
! < “ - i —
R cos ¢ wobei R der Halbmesser des Kreises K und P a O D.

Nennt man also M das constante Moment der Kraft, welche das
B . N

Rad K treibt, so ist ]-,

A v K

stock in der Position Z. Da nun ¢ von o an fortwithrend wiichst,

der Druck des Zahnes gegen den Trieb-
p

je mehr sich der Zahn von der Position %, entfernt, so erkennt

man daraus, dass die Pressung zwischen dem Zahn und Triebstock
ebenfalls fortwiihrend zunimmt. Dies hat nun zunichst zur Folge,
dass der Zahn nach aussen zu mehr abgeniitzt wird und daher all-

miihlig eine ¥Form annimmt, bei der er gegen das Ende seiner Ein-

wirkung hin zu wenig vorschiebt, dass also die Bewegung des
Triebstockrades nicht eine gleichformige, sondern eine verzogerte
wird. Dann aber hat der Theil des r|':"l|;[|--'t|34,'];u|]||':|;|;“-1'<-,-~_ mit welchem
der Zahn wihrend seiner Einwirkung in Berithrung kommt, nur
eine Husserst geringe Ausdehnung, der Triebstock wird also nur an
einer Stelle abgeniitzt und flacht sich daselbst ab, dindert also den
eigentlich wirksamen Theil seiner Form sehr betriichtlich. Hieraus
g mit Triebstiicken sehr star-
ken Abniitzungen unterliegt, daher nur von geringem praktischem

Werth ist.

geht also hervor, dass diese Verzahnun

Buweite Wergahnung. Epicycloiden und rvadiale Einfdynitte.

Es seien, Fig. 8, Tafel XVL, K und & die Theilrisse der
beiden Rider, , der gemeinschaftliche Beriihrungspunkt derselben,
a b ein in dem Rade k angebrachter geradliniger radialer Einschnitt.

Ad "‘-
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Betrachtet man diesen als die Form des Zahnes vom Rade k., so
erhiilt man die correspondirende Zahnform fiir das Rad x; wenn
man eine Epicycloide a ¢ verzeichnet, die entsteht, wenn ein Kreis

1 - Sl . : :
vom Halbmesser — r auf dem Theilviss k fortgerollt wird, Die

Richtigkeit dieser Behauptung ergibt sicheauf folgende Wei

Man denke sich, der Zahn werde aus der Position a ¢ nacha, e,
gebracht und wirke dabei auf den geradlinigen Einschnitt a b ein,
go wird dieser fort und fort die I‘j]-i:-}'vhdt]v beriihren. Wir wer-
den also die Position des geradlinigen Einschnittes finden, wenn

-F

wir von o aus an die Epicycloide ¢ine Tangente ziehen, Allein weil
der Vormssetzung gemiiss a ¢ durch Rollen des Kreises ; r auf
K entstanden ist, so geht die Tangente, welche man von o aus nach
der Epicycloide ziehen kann, durch den Punkt ¢, in welchen die
Epicycloide durch den Erzeugungskreis — v geschnitten wird. Wenn

- ¥ - - . - rs L . . -
nun die Zahnformen l'n-]mg sind, muss ad = aa, gein. Dies ist

aber wirklich der Fall, denn aus den Voraussetzungen folgt :

~ —— R 1 e — —

B0, — &8 dann aber ist: ARG = "S- F 30 08, ad—1r>xdon
- B e — ~ * —

aber doa — - G 0 &, demnach ae, — a d folglich auch a d =

aa, was zu beweisen war.

Hierauf beruht nun die in Fig. 1, Tafel XVII. dargestellte
Verzahnung, welche mit solchen Verhiltnissen verzeichnet ist, dass
sich je zwei Zihne durch zwei Theilungen fiihren.

k und K sind die Theilkreise der beiden Riider, a ihr Berithrungs-
1

3
-

punkt, k und — K zwei in a gich berithrende Hiilfskreise, deren
Halbmesser halb so gross sind, als die Halbmesser der Theilkreise,
— = ;

a L'I e

— ciner Zahntheilung, a, ¢, Epicycloide,

— Ay =

: : e o
die der Punkt ¢, beschreibt, wenn der Kreis — k von a nach a,
gerollt wird, 4, e, Epicycloide, die der Punkt e, beschreibt, wenn

der Kreis % K von a bis a, gerollt wird. a e, a, ¢, identisch mit
8 o3 ae, d e identisch mit d, e,. Die Dicke jedes Zahnes, ge-
messen auf den Theilrissen, betriigt etwas weniger als die Hilfte
einer Theilung. Dass diese Verzahnung richtig ist, ergibt sich aus
der vorhergehenden Theorie.

Zuniichst ist klar nach obiger Theorie, dass die Form o ¢ auf
a b einwirkend, eine richtige Bewegung gibt, dass also der Zahn z
den Zahn z von a bis 4, richtig bewegt. Allein ganz auf die gleiche

o
Eq
o
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Weise, wie frither bewiesen wurde, dass a ¢ auf a b richtig von a

R ; : B ey
bis 4, einwirkt, kann man auch beweisen, dass die mit — K be-

schriebene Epicycloide a ¢ auf den geradlinigen Einschnitt a # richtig
von a bis a, emwirkt, dass also umgekehrt auch fy ng, auf g, d, ein-
wirkend , die richtige Bewegung des Zahnes 2, bis z hervorbringt.
Die vollstindige Einwirkung zweier Zihne geschieht nun wie folgt.
Ywel Zihne

in ¢, in Berithrung. Von da an wirkt das geradlinige Stiickehen

7. treten eine 'i‘Ju-iJ!Ing‘ vor der Centrallinie o O

o, n, auf e, d, ein bis die Zihne die Position z #z erreichen. Bei
dieser Bewegung ist der Berithrungspunkt auf den Zahn z, von
ey bis a, hinausgeriickt, dagegen auf den Zahn z, von e, bis g, hin-

eingeriickt. Von % z an bis z, », wirkt dann die Epicycloide
auf den geraden Einschnitt a b ein, und dabei gleitet der Beriih-
l'llllgr‘pllllkt Vo a tJ:lL'l: o |ri|1:||l-~, l]:l_E:l'i-_J"l'lr von d, [lE.«' e hl'ln'ilu.
\‘l'u]lh' man die \-t‘l",—:H]lIJIiEJ'F'; 80 ('Iill.*1i'|lii'\'ll. dass sich die beiden
Zihne durch einen beliebigen Bogen » vor und durch einen belie-
bigen Bogen g nach der Centrallinie richtiz zu bewegen vermichten,
s0 hiitte man weiter nichts zu thun, als die Construktion, Fig. 1,
Tafel XVIL., dahin abzuindern, dass man ac, und ae, nicht gleich
einer Theilung macht, sondern se, — « und fe; — 4. Damit iiber-
haupt eine continuirliche Bewegung stattfinden kann, ist eigentlich
in geometrischer Hinsicht nur nothwendig, dass ¢ - 8 wenigstens
gleich einer ganzen Zahntheilung ist, denn die Dauer der Binwir-
kung zweier Zihne wird durch 4 g bestimmt, und diese Dauer

muss wenigstens gleich sein einer Theilung.

Um den praktischen Werth dieser Verzahnung richtig zu beur-

theilen, miissen wir wiederum die _\Iruﬂlmmg betrachten,

Auch hier ist, wie bei der Triebstockverzahnune, der Druck der
Ziihne gegen einander nicht constant, sondern um so grijsser, je
entfernter sie von der mittleren Position # z sind. Daraus geht her-
vor, dass sich die Zihne in der Nithe der Theilrisse nur wenig
abniitzen werden, demnach allmiilig die Form annehmen. welche
Fig. 2, Tafel XVIL zeigt, in welcher f a e die urspriinglich rich-
tige Form, fgah die durch Abniitung entstehende Form darstellt,
Allein  diese Deformirung der Zahnformen betriigt bei dieser Ver-
zahnung bei weitem nicht so viel, als hei der Verzahnung mit
Triebstocken, indem bei ersterer eine ebene Fliche mit einer schwach
gekritmmten Form in Beriihrung kommt, was zur Folge hat, dass
die auf einen Quadratcentimeter bezogene Pressung zwischen zwei
Ziihnen klemer ausfillt, als bei Triebstockverzahnungen.

Die zweite Verzahnung mit Epicyeloide und geradlinigem Ein-

2d4d
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schnitte ist also fiir die Ausfithrung zu empfehlen, und wird auch
i

iatsiichlich vorherrschend angewendet.

Dritte Verzahnung mit Epi- und Hypocycloiden.

Es seien, Fig. 3, Tafel XVIL., Kk die Theilkreise der Riider,

K, k, zwei andere Kreise von ganz beliebigen Halbmessern. Alle

vier Kreise berithren sich in a, ihre Mittelpunkte liegen daher in
der Verbindungslinie ¢ ¢. Machen wir ae, — ae, — einer Zahnthei-
lnng, und rollen den Kreis k, auf K und in k, ferner den Kreis ,
auf k und in K, so beschreibt der Punkt o, (beim Rollen auf x) die
Epicycloide ¢, a, und (beim Rollen in k) die Hipocycloide ¢, 4, und
dann beschreibt ferner der Punkt e, (beim Rollen auf x) die Epicy-

cloide e, 4, und (beim Rollen in K) die Hypocycloide e, a,,

iad 4 — —_ — —_— — =+
Offenbar ist ae, — ad, = aa, und ae, =— as, — ad,, beriihren
sich die ]Ll{,‘{t_‘t] R M T in ey und die Btngt'n Ba Cy By d, in 81y

denn die Sehne ¢,a ist sowohl die Normale zu dem Punkte ¢, der
Hypo- wie der Epicycloide und die Sehne a e, ist die Normale zu
dem Punkte ¢, der Hypo- wie Epicycloide. Vervollstindigt man die
Zeichnung durch Wiederholung der Formen, so entsteht die in
Fig. 3, Tafel XVIL. dargestellte Verzahnung mit Epi- und Hypo-
cycloiden, und es ist micht schwer zu erkennen, dass dieselbe die
richtigen geometrischen Eigenschaften besitzt. Denn nicht nur fiir
die in der Zeichnung dargestellte Position der Zihne, sondern auch
fiir jede andere ist es wahr, dass = 2a, nnd ae, — ﬁ:

Die ganze Wirkung zweier Zihne wihvend der Dauer ihres
Eingriffs ist nun folgende. Von gz, bis z wirkt die l]_‘p'}l[](_‘\‘lil{}i{lﬂ
a; e, auf die Epicycloide e, 4, €in; von ¢ bis 7, hingegen wirkt die
Epicycloide a ¢ auf die Hypocycloide a b.

In Betreff der Abniitzung ist diese Verzahnung ungefiihr so
gut wie die vorhergehende.

Will man die Construktion so anordnen, dass sich die Zihne
nicht durch zwei Theilungen, sondern durch einen Bogen » vor
und durch einen Bogen g nach der Centrallinie bewegen kénnen, so hat
man nur die Construktion in der Weise durchzufiihren, dass man
ac, =g aey— « macht ynd im Uebrigen verfihrt, wie frither
angegehen wurde.

Dicrte Vevzahnung mit Kreisevolventen.

Man erhiilt auch eine richtige Verzahnung, wenn man die Zihne
- nach den Evolventen zweier Kreise abrundet, deren Halbmesser
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ceiten der beiden Riider

gich verkehrt wie die
verhalten.
Hiervon iiberzeugt man sich vermittelst Fig. 4, Tafel XVIL., |
auf folgende Weise. In dieser Figur sind K k zwel Kreise, deren
Halbmesser sich verkehrt verhalten wie die Winkelgeschwindigkeiten,
¢ C die Verbindungslinie Ill'l'.\[h[l'“lll]llill', I ¢ die den beiden Kreisen
gemeinschaftliche Tangente. Werden die beiden Kreise mit Zahn-
formen versehen, die mit den Kreisevolventen {iibereinstimmen,
welche sich l‘l';_{i,'l]l'“, wenn man die beiden Kreise K und . mach
entgegengesetzter Richtung abwickelt, und werden hierauf die Zihne
in Berithrung gebracht, so fiillt der Berithrungspunkt stets in die
:_:;n-:1|(-i1|;~|-|1;lt"||'|1-J|t' rJ‘;t]|_§Hf.’|.'!J'iL‘. T ¢ Denn zieht man durch den Be-
i rithrungspunkt der Evolventen die Normallinien, so miissen diese
in eine gerade Linie fallen und jede derselben muss einen der beiden
Kreise berithren:; dies ist aber nur dann moglich, wenn der Be-
™ rithrungspunkt in einen Punkt der Geraden T ¢ fiillt.
Y Sind also ¢ b, ¢ b, zwei auf einander folgende Positionen eines
. Zohnes von k, f g f g, die correspondirenden Positionen des Zahnes
von K, so0 sind 4 und g, die Berithrungspunkte der Zihne. Nun
sind , b, und 5 7 die "-'\-v;;'t'_. um welche die Ziihne ;‘Ii'i\:imr[l[;__"' vor-
riicken und diese sind gleich gross, denn es ist sowohl b b, als auch
75 gleich 4 a,.
Die Bewegung der Kreise erfolgt alse durch die Einwirkung
der Ziihne so, dass ein Punkt in der Peripherie von K einen eben
so grossen Weg zuriicklegt, als ein Punkt in der Peripherie von k
oder die Peripheriegeschwindigkeiten der Kreise K und x sind gleich
grosg, und daher entsteht in der That eine Bewegung, bei der sich
die Winkelgeschwindigkeiten verkehrt wie die Halbmesser K k ver- :
halten. Oder die Bewegung erfolgt so, wie wenn dic Kreise K k
gich beriihrten und auf emander rollten.
Fig. b, Tafel XVIL. stellt eine Evolventenverzahnung vor, bei
welcher sich je zwei Zihne durch zwei Theilungen bewegen,
Es ist ta = a b = einer Theilung ; die Evolventenbgen der
Zihne 7 z, z,.. entsprechen also der Abwicklung eines Bogens von
k gleich der Liinge von zwei Theilungen. Die Evolventenbigen der
Zihme 7 z, 7, dagegen entsprechen der Abwicklung ciner Bogen-
linge des Kreises k gleich der Liinge T t. Erfolgt die Bewegung
| Bl nach den Richtungen der Pfeile, so treten zwei Ziihne in Beriih-
T rung, wenn sie die Positionen z und z erreicht haben, und verlassen
sich wiederum, wenn sie nach 2z, und s, gekommen sind. Die
Zwischenposition 7, », ist diejenige, wobei der Berithrungspunkt in
den Durchschnittspunkt & der Linie ¢ ¢ und 7 ¢ fillt. Dieser Punkt
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a theilt die Linie ¢ ¢ im Verhiiltniss der Halbmesser der Kreise
K und k.

Damit die Einwirkung zweier Zihne genau durch zwei Thei-
lungen stattfindet, miissen die Halbmesser der Kreise k und K ganz
bestimmte Liingen haben, die auf folgende Weise gefunden werden
kéinnen, .

Man verzeichnet einen Theilungswinkel x e y der Verzahnung
des Kreises k, beschreibt mit einem willkiirlichen Halbmesser ¢ u
— ¢ v cinen Bogen, zieht an o die 'l‘;llll,'_;'t,‘nrl' n ¢ und schneidet auf
derselben von u an ein gerades Stiick w w ab so lange als der
Bogen u v. Nun zieht man ¢ w, verlingert diese Linie, triigt von
¢ Aus die [':1:11;'1'111251;_': e ¢ der Axen :iillﬂ_. theilt diese Linie in dem
Punkt a im umgekehrten Verhiiliniss der Winkelgeschwindigkeiten
der beiden Axen, fillt von a aus auf ¢ y den Perpendikel a ¢, wver-
lingert denselben nach riickwiirts, und fiillt endlich von ¢ aus den
Perpendikel ¢ T, dann sind ¢t =k und ¢ T = Kk die Halbmesser
der Kreise, von welchen die Evolventen gebildet werden milissen.
Die Richtigkeit dieses Verfahrens erkennt man durch Vergleichung
der Figuren b und 6, Tafel XVII., denn es ist Figur b die fertige,
Figur 6 dagegen die im Entstehen befindliche Construktion.

Da der Winkel x ¢ a jederzeit sehr klein ist und gegen a c t
vernachlissigt werden kann, so findet man auch die Halbmesser
k und ¥ mit hinreichender Genaunigkeit durch {hlgc-.ndt: einfache
Construktion, Man ziehe die Centrumlinie ¢ ¢, Fig.T, theile dieselbe
bei a im umgekehrten Verhiiltnisse der Winkelgeschwindigkeiten der
Riider, zeichne den Winkel ¢ ¢ y, gleich einem Theilungswinkel einer
Zahntheilung von k, fille yon o anf ¢ y, den Perpendikel a t, , ver-
lingere denselben nach riickwiirts und fille von ¢ aus den Perpen-
dikel ¢ T,, so ist annibernd ¢ T, = K, ¢t = k; setzt man wmit
diesen etwas unrichtigen Halbmessern die Construktion fort, so er-
hiilt man schliesslich eine geometrisch vollkommen richtige Ver-
zahnung , bei welcher aber die Einwirkung zweier Zihne nicht
genan dureh zwei Theilungen erfolgt,. sondern nur anniihernd, was
durchaus keine praktischen Nachtheile hat.

Wollte man die Construktion so einrichten, dass sich zwei
Zihne durch einen Bogen o vor und durch einen Bogen g nach
der Centrallinie zu bewegen im Stande wiiren, so miisste man die
Construktion, welche fiir die Einwirkung durch zwei Theilungen

- /_\““ .
besehrieben wurde, wiederholen, dabei aber at = o und xct gleich
dem Winkel machen, der dem Bogen o entspricht, dann aber muss
21
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ferner die Zahnlinge von z, dadurch bestimmt werden, indem man
ah=— & macht.

Diese Evolventenverzalmung hat folgende praktisch wichtige
J‘:ig.[L']l:-l_'Il:lf‘[l'lt.

1) Alle Riider, die mit Evolventenziihnen versehen sind und
gleiche Theilung haben, konnen einander richtig bewegen. Die I
Richtigkeit dieses Satzes wird man leicht erkennen, wenn man be- !
denkt, dass die Form eines Evolventenzalnes nur allein von dem !
Kreis abhiingt, durch dessen Abwicklung die Evolvente gebildet
wird, Den :'Irit'\‘i'h|-|e||-.-:|'|g[‘|i Zihnen kommt diese |':i;_’;{'J|-:L‘E]:lI‘1 nicht

zu, denn die epicyeloidische Form eines Zahnes hiingt nicht nur

von der Grisse des Theilrisses des Rades, sondern auch von dem
Theilriss des Getriehes ab. Wenn also ein Stirnrad mehrere Ge-

1 trieche von ungleicher Grisse bewegen soll, so kann dies mit Evol-
ventenziihnen, nicht aber mit epicycloidischen Ziihnen bewerkstelligt
werden.

2) Die Entfernung der Axen der Rider kann unbeschadet des
richtigen Zahneingriffes innerhalb gewisser Grenzen veriindert wer-
den, nur wird durch eine solche Verinderung der Axendistanz die
Dauver des Eingriffs verindert. Die Richtigkeit dieses Satzes ergibt
sich aus dem Seite 320 gefithrten Beweis, welcher von der Entfer-
nung der Axen nicht abhiingt. Diese Eigenschaft ist von prak-
tischem Werth, weil dadurch die Aufstellung des Riderwerkes er-
]l'it']l‘h’.'t't wird , indem eine |{||'i]|r,: _k('lll]l'l'l!l]lu: iu i[i,']' ,-\_}L:,-]Jt]_iﬁ'l;ul:’,
keine fehlerhafte 111'1\'|'1:;t1]|;;' verursacht . [{ii:[l'l'_. die mit c‘inil'._\'t‘iui1[[-
schen Ziihnen versehen sind, miissen dagegen Husserst genan in der
Weise aufgestellt werden, dass sich die Theilrisse beriihren, indem
nur bei einer solchen Gegeneinanderstellung der Rider eine richtige
Bewegung eintreten kann.

3) Evolventenziihne werden durch Abniitzung nur fiusserst wenig

genschaft beruht darauf, dass &
bei einer Evolventenverzahnung die wechselseitige Pressung zwischen e

=)

deformirt. Diese praktisch wichtige F

den im Eingriff befindlichen Zihnen wiihrend der ganzen Dauer

des Bingriffs stets den gleichen Werth hat, indem die Richtung

dieser Pressung stets in die Tangente T¢ fillt, folglich ihr nume-

E = ’ M . . .
rischer Werth gleich - ist, wobei M das statische Moment der

Kraft bezeichnet, welche die Axe ¢ treibt und R den Halbmesser
des Kreises K ausdriickt. Wegen dieses constanten Druckes ist die
Form, welche durch Abniitzung entsteht, eine fiquidistante Linie,
zur urspriinglichen Form daher von dieser letzteren nur iusserst
wenig und in allen Punkten um gleich wenig abweichend.
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4) Alle Evolventenziihne sind geometrisch #ihnliche Formen und
kinnen deshalb am leichtesten durch Maschinen richtig geschnitten
werden. Diese Eigenschaft wird einstens von sehr grosser prak-
tischer Wichtigkeit werden, wenn man einmal ernstlich die Auf-
gabe in Angriff nehmen wird, Riderzchneidemaschinen herzustellen,
die unfehlbar richtige Zahnformen liefern. ;

Ausser diesen vier Eigenschaften besitzen die Evolventenzihne
noch mehrere andere, die ebenfalls von Werth sind, deren Richtig-

keit ji.’l{(]':'lll nicht so leicht lI;Il'll{:(:\\'iurg'uu werden kann. l\!]f_"’ tig‘L‘,
Figenschaften sind nicht bekannt; die :I“:\'o]\'x“ntn'm‘:'.t'z:lhmmg Ver-

dient daher fiir die Ausfithrung bestens empfohlen zu werden.

Fiinfte Versahnung, Allgemeine Methode,

Wenn die Zahnform des einen Rades beliebig angenommen wird,
kann man immer eine entsprechende Zahnform fiir das zweite Rad
ausfindig machen, und zwar auf folgende Weise.

Es seien, Fig. 1, Tafel XVIIL., ¢ ¢ die Mittelpunkte der Riider, K und
k ihre Theilkreise, » der Bertthrungspunkt derselben, & m p ein im Rade
k angebrachter krummliniger Eins¢hnittvon irgend einer Form. Nimmt
man in ap einen beliebigen Punkt m an, verzeichnet die zum Punkt

m der Kurve ap gehorige Normale mn, schneidet auf x von aan
ein Rngensiii{'i; an, gleich dem Bogen an ab, zieht durch n, eine gerade
Linie, welche den Kreis K unter einem Winkel schneidet, der gleich
ist dem Winkel, unter welchem der Kreis 1k durch die Normale mn
geschnitten wird, und macht endlich m, n, — mn, 80 ist m, ein
Punkt der Kurve am, p,, nach welcher der Zahn des Rades x ge-
formt werden muss, um auf die Hthlung amp richtig einwirken
zu kénnen. Wiederholt man die so eben beschriebene Construktion,
indem man in der Kurve am p mehrere Punkie annimmt, so erhilt
man eine Reihenfolge von Punkten der Kurve am,p,.

Die Richtigkeit dieser Construktion erkennt man auf folgende
Weise. Denken wir uns, dass die Rider K x um ihre Axen ge-
dreht werden, bis n und n, in a zusammen fallen, so werden aunch
die Linien mn und m, n, zusammen fallen, denn diese Linien sind
gleich lang und die Winkel, unter welchen sie die Kreise k und K
durchschneiden, sind gleich gross gemacht worden.

Allein wenn die Linien mn und m, n, zusammenfallen, beriih-
ren sich die Kurven in den Punkten m und m,, d. h. die beiden
Ziihne befinden sich in einer Position ihrer Wechselwirkung. Nun
ist aber an — an, und folglich haben die verzeichneten Zihne die
Eigenschaft, dass sie aus einer richtigen Position ihrer Wechsel-
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wirkung wiederum in eine richtige Position gelangen, wenn man
die Theilrisse beider Rider um gleich viel fortbewegt, was eben die (
charakteristische Eigenschaft der wahren Zahnkurven ist.
Man kann auch die Construktion umkehren , indem man von
dem convexen Zahn am, p, ausgeht und die concave Form a'm p sucht,
allein dann findet man nicht fiir jede beliebig angenommene Con-
vexitit eine correspondirende Concavitit, sondern nur dann, wenn
die Convexitiit so stark gekriimmt ist, dass alle Normalen m, n, den

Kreis ¥ durchschneiden. Nimmt man fiir am, p, einen Bogen der
Evolvente des Kreises K und zieht siimmtliche Normalen, so be-
I‘i]fll't'll dieselben den Kreis K. I)i(‘:\'l' 1(]'1&.—'-1'\':13\'1'111(‘. 1st daher in
dieser Hingicht eine Grenzform, die bestimmt, wie stark gekriimmt
eine Convexitit genommen werden muss, damit eine entsprechende
Concavitiit gefunden werden kann.

Abrundung der Bihne nady Rreisbdgen.

Zu jeder ganz exakten Verzahnungsart kann man eine An-
niitherungsconstruktion mit |it‘=_-i.~;hiigur1 auffinden, und es gibt eine
allgemeine Methode, vermittelst welcher die absolut besten Abrun-
dungshalbmesser gefunden werden kionnen.

Ist néimlich  eine mathematisch richtige Zahnkurve und sucht
man den wahren mittleren Werth des K riimmungshalbmessers, der
der ganzen Zahnkriimmung entspricht, so ist dies der absolut beste
Abrundungshalbmesser, wenn man kreishogenfirmige Zihne statt
der exakten Form z machen will. Wir wollen dieses Verfahren an-
wenden, um fiir die zweite Verzahnung mit geradlinigen Einschnitten
und mit Epicycloiden die beste Kreisbogenverzahnung zu finden.

Hierzu ist aber nothwendig, dass wir zuerst die Gleichungen einer
Epieycloide aufstellen.

Es sei am, Fig. 2

2, Tafel XVIIL, der epicycloidische Bogen,
welchen der Punkt m des Kreizes k beschrieben hat, wiihrend der-

selbe von a bis b auf dem Kreis k fortrerollt ist,

Nehmen wir ¢ax als Abscissenaxe und nennen : ]

&

A den Halbmesser des Kreises K, a den Halbmesser des Kreise
k, Cp = x, mp = y die Coordinaten eines Punktes m der Epicy-

- A — X T
cloide. — =haCh=y, s0 findet man leicht fiir x und y nach-

stehenden Ausdruck :

Xx= (A} a)cos ¢ —acos (i}-1) ¢y l _
g (1)
¥ [Ata) sin o —asin (i41)w !
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Hieraus findet man fiir den wahren Werth des Kriimmungs-
halbmessers, der dem Punkt m der Epicycloide entspricht, folgenden
Ausdruck :

e 4 a !-T-l sin —éw i,

l}—z P L S I

Man findet diesen Ausdruck auch ohne Miihe, wenn man das
frither erklirte Verfahren zur Verzeichnung einer Epicycloide be-
achtet.

Bezeichnet man nun durch om den wahren mittleren Kriitmmungs-
halbmesser , welcher dem Epicycloidenbogen entspricht, der durch

: Wiilzung des Kreises k auf einem Bogen des Kreises K entsteht,
der einem Centralwinkel « entspricht, so hat man nach dem Begriff
von dem mittleren Werth einer Griisse

23
i
s T‘/P‘lh". o g R tea e (3

Fiihrt man den Werth von , aus (2) ein, so folgt
14

- 1
!sin - iwp doyp

Das Resultat dieser Integration gibt

§ a i-1 i s
==l — 08— 1
e a 1(i-1+R2) £ 2 7

. | : el .
oder auch, weil 1 — cos —la= 2 gin? T ie 18t

— sin’—lia p (4)
4

a i
m = 1§ — —
[ b=

=
—
=
+
L)
—

Allein bei allen Ve

geht daher keinen merklichen Fehler, wenn man annihernd

i 2 ; %
hnungen 1st ~—4E eine kleine Grisse, man be-

5 in? - ia - i?a?
eyt B 1 -1 . —
4 g 4 16

: 198
B —— ] =
4

setzt, und dann findet man :

N

om—al « i; r
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Wenden wir dieses Ergebniss auf eine Verzahnung an mit gerad-
linigen Einschnitten und mit Epicycloiden.

Es seien g und r die Halbmesser der Theilrisse der Riider,
t eine Zahntheillung, —[l_:- - n, und nehmen wir eine Construktion an,
bei welcher sich je zwei Zihne um eine Theilung vor und um eine
Theilung nach der Centrallinie bewegen, so ist in diesem Fall zu

setzen fiir die Zihne des Rades R: |

i == =2n aia=

Demnach folgt aus (H):

{4 2n ¢+ 1
[\IC Z2n 4 2

Dagegen ist fiir die Zihne des Rades : zu setzen:

und wir erhalten :

Dies sind die in den Resultaten Seite 10 angegebenen Regeln fiir
die Bestimmung der Kreisbogen - Verzahnung.

Hat man den Abrundungshalbmesser nach dieser Regel berechnet,
so ergibt sich dann die Verzeichnung in iihnlicher Weise, wie bei
der zweiten Verzahnungsart. Man verzeichnet. Fig. 3, Tafel XVIIL,

— — —

die vier Kreise K k, K, —k, macht 4o, —an = so; = ald —
einer Theilung. Beschreibt man nun mit einer Zirkeloffnung gleich
(fc)aillﬁ den Punkten a, und ¢, als Mittelpunkt Kreisbogen und sucht
ihren Durchschnittspunkt, so ist dieser der Einsatzpunkt, aus welchem

f w #Zu verzeichnen ist.

mit dem Halbmesser (”) die Rundung a, ¢
Beschreibt man ferner mit dem Halbmesser (’E’) aus e, und d,
Kreisbogen, so ist der Durchschnittspunkt derselben, der Einsatz-

punkt, ans welchem mit dem Halbmesser (P)dh- Abrundung e, d,

gezogen werden muss. Die Einsatzpunkte fiir alle anderen Abrun-
dungen ergeben sich, indem man durch den Einsatzpunkt fiir o ¢

R
T
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einen zu K und durch den KEinsatzpunkt fiir ¢, 4, einen zn k con-

centrischen Kreis zieht, sodann aus den Punkten a, aa, ... mit

einer Zirkeléffnung I. ”J und aus den Punkten a, ad, ... mit einer

rpe a® v f A . . r " . . . - -
Zirkeloffnung L”) in diese Kreise einschneidet. Die geradlinigen

Einschnitte zieht man tangirend an die Kreishogen und die Kreise,
in welchen die Punkte b b, by, 80 wie 77 £ .... liegen, ergeben
sich durch die Zahnlingen.

Vezahnung der RKegelvader,

Es seien, Fig. 4, Tafel XVIIL, 8 c0 und s ¢ 0 die beiden Axen,
die durch Kegelrider in Verbindung gesetzt werden sollen, o ihr
gemeinschaftlicher Durchschnittspunkt. Denken wir uns von dem
Punkt 0 aus eine Linie 0 x so gezogen, dass die von einem belie-
bigen Punkt A dieser Linie auf die Axen 08 und 0s gefillten Per-
pendikel A ¢ und A ¢ sich verkehrt wie die Winkelgeschwindigkeiten
verhalten , mit welchen sich die Axen drehen sollen, und errichten
wir ferner in A auf 0x und in der Ebene der Axen eine Senkrechte,
welche die Axen in 8 und s schneidet, so entstehen zwei Doppel-
dreiecke 80 A, CAO und Asc, A 0Oe. Werden diese Doppeldreiecke
um die Axen 08 und 0s herumgedreht, so entstehen zwei Doppel-
kegel E, ¢ und ¢,g. Wir nennen die Kegel @, g, die sich lings der
Linie A 0 beriihren, Grundkegel, dagegen die Kegel E, ¢, die lings
der Linie sAs eine gemeinschaftliche tangirende Ebene haben, Er-
giinzungskegel.

Werden die Grundkegel gegeneinander gepresst, und wird hier-
auf einer derselben um seine Axe gedreht, so entsteht auch in dem
andern Kegel durch die an der Linie 0 A statt findende Reibung
eine drehende Bewegung , und es ist leicht zu erkennen, dass sich
dabei die \\'i11]{{'|gesc-h\\'in[]igku{tun der beiden Axen 08 und 0s
verkehrt wie die Halbmesser A ¢ und A e verhalten werden. Versieht
man aber die beiden Kegel @ und g mit passend geformten Zihnen,
so kann durch das Aufeinanderwirken derselben eine Bewegungs-
mittheilung hervorgebracht werden, die ganz identisch ist mit der-
jenigen, die durch das Aufeinanderrollen der Grundkegel emtsteht.
Die mathematisch genaune Form dieser Zihne ist eine dusserst com-
plizirte; eine fiir praktische Zwecke hinreichend genaune Verzah-
nung ergibt sich auf folgende Weise.

Der Eingriff der Zihne findet nur in der Nihe der Linie 5 A s
statt. Sieht man den Kegel nach der Richtung x0 an und richtet
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seine Aufmerksamkeit nur auf das, was in der Nihe der Linies A 5 :
vorgeht, wenn beim Drehen der Riider die Ziihne aufeinander wirken,
so wird man ecine Erscheinung vor Augen haben, wie wenn zwei
Stirnriider, deren Halbmesser gleich sind den Seiten 5 A und & A
der Ergiinzungskegel auf einander einwirkten. Dieser Schein wiire
eine volle Wahrheit, wenn die Dauer des Eingriffs der Zihne un-
endlich klein wiire, er ist aber nur eine Anniherung, weil diese 1
Dauer des Eingriffs eine endliche ist. Allein weil in der Anwen- 1
dung die Eingriffsdaver jederzeit nur klein ist, so kinnen wir als | 4
praktische Regel aufstellen, dass die Form der i\nw]] iderziihne ge-
funden wird, wenn man eine “mm.n!nuu.llnmn;_- verzeichnet fiir
Riider, deren Halbmesser gleich sind den Seiten der Ergiinzungs-
:. o kegel. Dabei kann man je nach Belieben oder je nach Umstiinden
h eine oder die andere von den Verzahnungsarten wiihlen, deren Con-
struktion frither angegeben wurde.

G Allgemeine Alethode 3ur Seffimmung von Bahnflidyen.

Es gibt zwei ganz allgemeine Methoden, nach welchen geome- i
trisch richtige Verzahnungen nicht nur fiir Stirn - und Kegelriider,
sondern auch fiir solche Riider bestimmt werden ermn deren
Axen sich nicht schneiden und ganz beliebig gerichtet sind. Diese
Methoden sollen nun erklirt werden,
Man denke sich zwei Axen ¢ und ¢,, die einen belie bigen Winkel
bilden, sich aber nicht schneiden, versehe cine dieser Axen z B.
die Axe ¢, mit einer Zahnfliche F von ganz belichiger Form und
verbinde mit der andern Axe ¢, ein rechtwinkliges Coordinaten- \
system Ox, Oy, Oz in der Weise, dass die Axe der z, mit der Axe

C, zusammenfillt. Dreht man nun die Axen ¢ und ¢.. so dass das

-
Verhiiltniss der Winkelge schwindigkeiten e¢inen constanten vorge-
schriehenen Werth hat, so wird die Zahnfliche # um die Axe ¢
und wird das Coordinatensystem um die Axe ¢, herumbewegt, und
die Zahnfliiche ¥ wird gegen das Coordinatensystem in jedem Augen-
blick der Be wegung eine gewisse relative Position haben. Denkt
man sich nun die I|L1|'ht- F,, welche die Gesammtheit der relativen
Positionen der Fliiche g gegen das Coordinate nsystem umhiillt, so ist
dies die Einhiillungsfliiche, welehe durch die relative Bewegung des
Zahmes F gegen das Coordinatensystem ¢ x, v, #,  beschrieben
wird, und diese Einhiillungsfliche ¥, ist offenbar nichts anderes als
die dem Zahn p entsprechende Zahnform , mit welcher die Axe c,
versehen werden muss, damit durch das Aunfeinanderwirken der

o
T
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Zihme Fund ¥, die vorgeschriecbene Bewegung hervorgebracht werden
ann. Auf diesem Verfahren beruhen einige der frither erkliirten
speziellen Verzahnungen, namentlich die erste, die zweite und die
finfte. Bei der ersten Verzahnungsart ist die mit der einen Axe
verbundene Zahnfliche ein diinner Stift, und die Zahnfliche ¥, ist
die Einhiillungsfliche, welche dieser Stift gegen das zweite Rad be-
schreibt, wenn beide Axen richtig bewegt werden. Bei der zweiten
Verzahnung ist die mit der einen Axe verbundene Zahnform F ein
gerader radialer Einschnitt, und ist die Einhtillungsfliche F,, welche
der Einschnitt relativ gegen das zweite Rad beschreibt, eine epicy-
cloidische Fliche.

Bei der funften Verzahnung ist ¥ ein beliebig krummliniger
Einschnitt und ist r, die Einhiillungsfliche, welche ¥ gegen die
zweite Axe beschreibt.

Auch die l‘l\'n-!\'(’.ILEc'm'vrzu]mlln;: entsteht nach der zweiten der
beiden Methoden. Die Evolventenzihne sind nimlich die einhiillenden
Flichen , welche durch die relative Bewegung einer Ebene gegen

die beiden Riider entstehen, wenn diese Ebene in einer auf die ge-
meinschaftliche Tangente T ¢, Fig. b, Tafel XVII., stets senkrechten
Stellung liings dieser Tangente mit einer Geschwindigkeit fortschreitet,
welche gleich ist der Umfangsgeschwindigkeit von k und k. Diese Bil-
dung der Evolventenziihne gibt eine Andeutung zur Construktion
einer Evolventenzahn - Riderschneidmaschine. Es ist eine Rundstanz-
maschine, beiwelcher der Meisel nicht nur auf- und niedergeht, son-
dern gleichzeitig nach gerader Linie (nach der Linie T ¢ :
Tafel XVIL) fortschreitet, bei jedem Vorriicken des Meisels aber
auch das Rad um einen angemessenen Winkel gedreht wird. Fiir
Stirnriider liisst sich diese Idee sehr leicht und sehr solide reali-

Fig. 5

siren, fiir Kegelrider wird aber diese Maschine so complizirt, dass
eine sichere Wirkung kaum erwartet werden diirfte.

Ein zweites ganz allgemeines Verfahren zur Bildung von Zahn-
fliichen besteht in Folgendem :

Man denke sich mit jeder der beiden Axen ¢ und ¢, ein Coor:
dinatensystem verbunden und zwar so, dass die Axe 0 s des Coor-
dinatensystems 0 x yz mit ¢ und dass die Axe 0, z, des Coordina-
tensystems O, x, y, z, mit ¢, zusammentillt.

Man denke sich, dass diese Axen mit dem Coordinatensystem

)y &y
nach dem vorgeschriebenen Giesetz bewegt werden und bewege
ferner gleichzeitig eine beliebige Fliche M nach irgend einem Gesetz
im Raum fort, so wird M gegen 0 x y » wie gegen 0, x, y, z, ein-

hiillende Flichen beschreiben, und diese sind geometrisch richtige
Zahnflichen fiir beide Axen. Da sowohl die Gestalt der Fliche M
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als auch das Gesetz ihrer :t,‘t\'i'g'l1llg_;' ganz willkiirlich genommen
werden konnen, so sieht man, dass sich unendlich viele Paare von | b

richtigen Zahnformen finden lassen.

Alle diese ]|||"r]_>;||-L'|lvH Ziahnformen laszen sich in zwei K laszen Hl{:.li‘n__
niimlich : 1) Verzalinungen, bel welchen sich die Zihne inji_-.rlc~r Position
der Axen liings einer geraden oder krummen Linie berithren, und
2) Verzahnungen, bei welchen sich die Zihne in jedem Augenblick
ihres Aufeinanderwirkens nur in einem Punkt beriihren. Wir heiss

)
diese Verzahnungsarten die erstere Kraftverzahnung, die letztere
Bewegungsverzahnung, weil jene Verzahnungsart zur Transmittirung

starker Kriifte, letztere aber nur zur Uebertragung schwacher Kriifte
gebraucht werden darf. Bei der Kraftverzahnung kommt die ganze

Fliche jedes Zahnes in Wirksamkeit, bei der Bewegungsverzahnung

jedoch kommen nur die in einer gewissen geraden oder krummen
Linie liegenden Punkte der Zahnfliche in Wirksamkeit. Bei der
L Kraftv

zahnung schleifen die Ziihne aufeinander und niitzen sich |
ab. Bei der Bewegungsverzahuung rollen die Zihne aufeinander

und drehen sich gleichzeitig in jedem Augenblick um eine Axe,

deren Richtung in die Normale fillt, welche durch den Beriihrungs-

punkt der Zahnflichen geht. Diese Bewegungsverzahnungen verur-

sachen also, theoretizsch gesprochen, d. h. wenn man von der Elasti-

zitiit des Materials abstrahirt, keinen Reibungswiderstand.

Dieses zweite allgemeine Verfahren zur Auffindung von Zahn-
formen ist von grosser praktischer Wichtigkeit, weil durch dasselbe
der Weg vorgezeichnet ist, welchen man zu verfolpen hat, um
Maschinen zum Schneiden von richtigen Zahnformen zu construiren.
Befestiget man mit der Axeeiner Drehbank einen Radkorper K, dreht
die Axe mit dem Rade gleichfirmig herum, nimmt ferner irgend
ein passend geformtes Werkzeug M und bewegt dieses gleichzeitig
in einer bestimmten Weise, so wird M sich in das Material des
Rades K nach der Einhiillungsfliche ¥ einwiihlen. Befestigt man hier-

auf mit der Axe der Drehbank den Korper K, des zweiten Rades
und liisst auf demselben ein Werkzeug M, einwirken, das sich zu
M wie eine Schranbenmutter zur Spindel verhiilt, so wiihlt sich auch
dieses Werkzeug nach der Einhiillungsfliche ¥, in den Radkorper
K, ein, und diese beiden Flichen v und F, sind richtige Zahn-
fliichen.

Auch die erstere der beiden allgemeinen Methoden kann zum
Riiderschneiden gebraucht werden und wird auch in der That schon
lingst angewendet und zwar zum Schneiden von genauen Ridern
fiir endlose Schrauben. Bildet man zwei identische Schraubenspindeln
g und s, die eine g aber aus Eisen, die andere 8 aus Cussstahl,

|l
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macht sodann in g Schiirfen und Einschnitte, dhnlich wie bei den
Schranbenbohrern, nimmt man nun den Kérper des Rades k, legt
und driickt das Stahlwerkzeug 8 an dasselbe und bewegt Kk und s
so, wie wenn die Schraube das Rad richtig bewegte , so withlt sich
che ein: es ent-
steht am ganzen Umfang des Radkorpers ein Kranz von Vertie-

§ in den Korper des Rades nach einer Einhiillungst

fungen und Erhohungen und wenn man zuletzt das Stahlwerkzeug
beseitigt und dafiir die Eisenschraube gin den Eingriff bringt, so
bewirkt die Drehung derselben die richtige Bewegung des Rades.

Herflellung der Vadersdhne.

Was die HL‘]'H[L‘”I‘[IIg der Riderzihne élllhf.'.t]'iﬂ““ 50 miissen wir
theils die Grosse, theils das Material beriicksichtigen. In dieser
Hinsicht haben wir folgende Rider zn unterscheiden:

1) kleine Riider von Messing oder Rothguss,

2) kleine Riider von (Gusseisen,

3) kleine Rider von Schmiedeeisen,

4) grossere Rider von Gusseisen mit angegossenen Zihnen,

b) grissere Rider von Gusseisen mit eingesetzten holzernen
Zihnen,.

Die Zihne dieser Riider werden gewihnlich anf folgende Weise
ausgefiihrt:

Riider aus Messing oder Rothguss werden massiv gegossen und
abgedreht. In diese Radkorper werden die Ziihne entweder mit
einem Meisel, der die Form der Zahnliicke hat, ausgehobelt, oder
mit einer rotivenden Fraise, deren Randquerschnitt mit der Form
der Liicke iibereinstimmt, eingeschnitten. Das erstere Verfahren ist
sweckmiissig, wenn man nur einzelne Riider anzufertigen hat, das
letztere dagegen, wenn eine grosse Anzahl von gleichen Riidern an-
gefertigt werden soll. Der Meisel ist nimlich leicht herzustellen, ar-
beitet aber langsam, die Fraise dagegen ist schr kostspielig, arbeitet
aber schnell. Statt einer Fraise kann iibrigens auch ein rotirender
Meissel angewendet werden. .

Kleine Riider aus Gusseisen werden mit Modellen aus Messing
geformt, und diese Modellriider werden genau so angefertigt, wie
im Vorhergehenden heschrichen wurde. Die Modellriider werden
ndmlich massiv gegossen, abgedreht und mit geschnittenen Zihnen
versehen.

Fiir grossere gusseiserne Rider mit angegossenen Zihnen werden
Holzmodelle hergestellt, deren Form mit der des fertipen Rades
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ithercinstimmt. Um die Ziihne an diesen Modellen richtig zu formen,

werden nach Anleitung der Verzahnungstheorie Liehren aus Blech !
nach der richtigen Form der Ziihne hergestellt, Mit diesen Lehren

wird auf jeden Zahnkirper die Form des Zahnes aufgezeichnet oder
:11!1";:(:1'i:~'<v.n und darnach die Zihne mit Siige, Raspel und Feile be-

arbeitet. Bei Anfertigung dieser Lehren kénnen die Zahnformen
construirt oder durch Hilfswerkzeuge empirisch gemacht werden, l
Um eine Epicycloide zu verzeichnen, kann man z B. zwei Brett-

chen nach Kreishogen krumm schneiden, sie dann aufeinander-

rollen lassen und durch eine Spitze die Linie, welche ein Punkt

des rollenden Kreises beschreibt, auf Blech ritzen lassen. Ist eine
Evolvente zu verzeichnen, so kann man ein Brettchen nach dem
Grundkreis ?.Ili-it‘llln'iili"rt_, am |f[IIi'.c'lII_L" cine UUhrfeder |u~1'r,-'.1|'5_;'=):]_, diese

sodann um das Brettchen herumwickeln und dabei wieder mit einer

an die Feder angebrachten Spitze die Evolvente, welche sie be-

schreibt, auf Blech ritzen lassen. Ist einmal das Modell hergestellt,

so wird es abgeformt und die Form mit geschmolzenem Eiszen aus-

gefiillt.

Grissere gusseiserne Rider mit hélzernen Zihnen werden her
gostellt, indem man zuerst den Radkérper in dhnlicher Weise fertigt,
wie itberhaupt Gegenstinde aus Gusseisen, dann in dem Umfang
die holzernen Zahnkérper einsetzt, fest cinkeilt und abdreht, worauf
endlich die Zahnform vermittelst einer Lehre aufgerissen und aus-
gearbeitet werden kann,

Bei kleinen Riidern, deren Zihne mit einer Riiderschneidmaschine
eingeschnitten werden, wird die gleiche Zahntheilung vermittelst
einer Theilscheibe hervorgebracht, mit welcher diese Maschinen jeder-
zeit versehen sind.

Bei grossen Riidern dagegen wird die Theilung gewdhnlich ver-
mittelst eines Handzirkels gesucht und angeritzt, was allerdings eine
etwas rohe Prozedur genannt werden muss.
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