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o ERSTER ABSCHNITT.

Elastizitdt und Festigkeit der Materialien.

Forminverungen cines fgrpers. Der geometrische Zusammenhang
aller Bestandtheile einer Maschine wird immer unter der Voraussetzung
ausgedacht, dass diese Bestandtheile ihre Formen und Abmessungen

r nicht oder nur

unter der Binwirkung der iusseren Kriifte entwede:
ganz unmerklich indern.  Wir brauchen also zur Realisirung unserer

technizch-construktiven Gedanken eines sehr starren Materials, wiih-
cehrt zu ihren organischen Bildungen

rend die Natur ger
1] stets sehr leicht deformirbare, hicht elastizehe Gebilde in Anwen-

dung bri : fiir den Techniker ist es daher von der grossten
Wichtigkeit zu wissen, wie die Formen und Dimensionen der ein-
zelnen construktiven Elemente gewiihlt werden miissen, damit die
selben dureh iiussere Kriifte eintretenden Forménderungen so ge-

sfallen, dass dadurch der wahre geometrische Zusammenhang
o

=

in de

ring

nicht merklich geiindert wird.
Die Deformirungen, welche in den Korpern durch dussere Kriifte
th der Form dieser Korper, theils

sich theils n:

eintreten, richter
nach der Anprifisweise der Krifte. Die einfachsten Aenderungen
gsind Dehnm und Zusammendriickungen oder Verdichtungen ;

mmengesetzter sind schon Gegeneinanderverschiebungen

etwas Zusa

1. 3 . -
werden Biegungen,

der Theile eines ]\;:“J!'l.ll'l':"-: noch wverwickelter

Ausdehnungen, theilweise Zusammendriickun-

bei welchen theilwe

g eintreten, und die Verwindungen, wobei gegeneinander Ver-
. schiebungen stattfinden, und zwar in ganz veriinderlichem Maasse.
Endlich gibt es auch noch Deformirungen, wobei zusammengesetzte
' innere Vorgiinge eintreten. Z. B. gleichzeitige Biegungen und
Drchungen.
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Ueberschreitet eine Deformirung ein gewisses Maass, so werden
entweder alle oder einzelne Atome des Korpers so weit von der
relativen Gegeneinanderlagerung, die im natiirlichen Zustande des
Kiorpers vorhanden ist, entfernt, dass eine Trennung der Atome
eintritt. Man sagt dann, die Festigkeit des Materials sei iiber-
wunden.

Die Verhiiltnissze der |".E:1:~ri:*.i1,i|'1 und der F
cht werden, indem man

glkeit der Mate-

rialien kinnen auf rationellemn Wege unt
von der atomistischen Anschauungsweise ausgeht und darauf die
allgemeinen Prinzipien des Gleichgewichts der Kriifte anwendet,
oder man kann einen halbrationellen Weg einschlagen, indem man
von annihernd wahren Erfahrungsthatsachen ausgeht und darauf
Schliisse baut, Der erstere Weg ist in wissenschaftlicher Hinsicht
von viel hoherem Werth als der letztere; dieser ist aber viel leich-
ter zu verfolgen, und fithrt zu leichter anwendbaren Resultaten,
die, wenn man sie nicht missbraucht, sondern als Anniiherungen
betrachtet, die nur unter gewissen Voraussetzungen zuliissig sind,

-

achen, auf welche sich

recht gute Dienste leisten. Die Haupttha

die nachfolgende Theorie l:_"l'i'lul!e-'l. !-r;;'g-il:-n sich durch _\;|4|J\_-h“|_|“_1_-.-;,_

und Verdichtungs-Versuche, so wie auch durch Verschiebungs-Ver-

he mit  stabférmigen Kérpern. Mit diesen Fundamentalver-

Bl

suchen haben wir es also zuniichst zu thumn.
Ausdehnung fabfdrmiger Korper.

Empirifdhes Gefes. Nimmt man einen stabférmigen Kérper, macht
das eine Ende desselben fest, und lisst auf das andere Ende eine

Kraft nach der Liingenrichtung des Stabes einwirken, so entsteht in dem

ganzen Stabe eine Ausdehnung, aber auch gleichzeitig nach der Quere
des Stabes eine Zusammenziehung, die Ausdehnung ist jedoch viel auf:
fallender als die Zusammenziehung, und letztere kann bei den meisten
technischen Aufgaben ganz unberiicksichtigt gelassen werden. Wir
wollen daher unsere Aufmerksamkeit nur auf die Liingenausdehnung
richten. Um nun das Ausdehnungsgesetz kennen zu lernen , kann
man zweierlei Wege einschlagen: Man kann unmittelbar an das
Experimentiren gehen, und Stibe von verschiedener Abmessung
und aus verschiedenem Materiale durch schwiichere und stiirkere
Krifte wirklich ausdehnen, diese Ausdehnungen genan mesgen und
dann nachsehen, ob sich die Zahlenresultate durch irgend einen mathe-
matischen Ausdruck wiedergeben lassen. Dieser Weg ist nicht der
l'rtt!hif:: Wenn man experimentirt bevor man 5[1|1[i;~1_ macht man
sich einen Wust von Arbeit, der sich oft nicht bewiltigen ldsst.
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Zweckmiissiger ist es, von einer wahrscheinlichen, das Gefithl be-
friedigenden Annahme auszugehen, und diese durch zahlreiche Ver-
suche zu ]El'i'LfL’It. Hustiiifj_g:ri. sie sich, so ist man am Ziele; be-
stiitiget sie sich nicht, so kann man dann vielleicht durch eine ge-
ringe Modifikation der Annahme seinen Zweck errcichen. ,,Natur-
gesetze® wird man auf diesem Wege (dem inductiven) selten finden,
dagegen aber hilt es nicht schwer, auf diese Weise Regeln auf-
zustellen, die fiir die Verfolgung praktischer Zwecke hinreichend
genau sind. Wir wollen also auch in Betreft' der Ausdehnung der
Stibe eine Annahme machen, und sie sodann durch Versuche

priifen.

Wenn man sich den Vorgang einer Stabausdehnung lebhaft
vorstellt, so wird man es als wahrscheinlich finden, dass die Ver-
lingerung e, die in einem Stab, dessen Liinge 1 und Querschnitt a
ist, durch eine ausdehnend wirkende Kraft P entsteht, der ausdeh-
nenden Kraft PP und Linge 1 direkt, dem Querschnitt des Stabes da-
gegen verkehrt proportional sein diirfte, dass aber auch diese
Ausdehnung von der Natur des Materials abhingen werde. Wir
stellen daher die Hypothese auf:

r._P' -
'-_ae"""""'(u

in welcher ¢ ein Coeffizient ist, welcher die Ausdehnsamkeit des
Materials zu charakterisiren bestimmt ist. Wir nennen denselben
den Modulus der Elastizitit des Materials, aus welchem der Stab
besteht. Unter der Voraussetzung, dass der Ausdruck (1) eine ab-
solute Wahrheit, also ein wirkliches Naturgesetz ausdriickt, wiirde
dic Bedeutung des Elastizititsmodulus ¢ leicht zu erkliren sein.
Wenn niémlich (1) absolut richtig ist, so gilt es auch noch, wenn
wir e = 1, a = 1 setzen; dann wird ¢ = P, d. h. & driickt die-
jenige Kraft aus, durch welche ein Stab von 1 (Quadratcentimeter
Querschnitt um so viel ausgedehnt wird, als seine Linge vor der
Ausdehnung betriigt.

Wenn der Ausdruck (1) eine Wahrheit ist, so muss man be
Ausdehnungsversuchen mit Stiiben, die aus dem gleichen Material
bestehen, fiir & immer den gleichen Werth finden, wie auch die
Grossen e P 1 a modifizirt werden mogen. Diese Priifung ist hun-
dert- und 1alllﬁeudféiltig gemacht worden, und es hat sich dabei ge-
zeigt, dass zwar (1) kein absolut richtiges Gesetz ausdriickt, dass
es jedoch als eine Anniherungsregel angesehen werden kann, so
lange die Ausdehnungen eine gewisse, allerdings nicht streng be-
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stimmbare (Grenze nicht iiberschreiten. Man findet niimlich in der
That bei icheren Ansdehnuneen fiir & immer den gleichen
Werth, wenn das Mal nicht geiindert wird. Die Regel (1)
hiirt auf mit den Versuchsresultaten zu stimmen, wenn die Aus-
dehnun fi i ch wird dem dritten Theil der Kraft,
welche das Abreissen des Stabes bewirkt. Ueber diese Grenze hin-
aus nimmt der Werth von & allmihlich nach einem noch nicht em
l}lll'iﬁl'll bestimmien (Gesetz ab. Da uns fiir technische Zwecke doch
nur r:-'[]'\'."l"hl' .I\II.-L 20 \\'<-1':[<:r| l'.'-li‘ Vo nun
an die durch (1) ausge kte Regel als eine Basis filr unsere fol-
genden Untersuchungen gelten lassen

Es ist klar, d: ler Materialgattung, sondern dass
jedem individuellen Kérper ein besonderer Elastizititsmodulus ent-
gpricht. Die von Wertheim angestellten Versuche haben
auch n: s der Elastizititsmodulus, selbst bei der ganz
,l_;'fn_'ir]n-l,u Substanz, ni '||||I|1|:_':-'_"I‘:|I]i' r.lr'r'-'t'l]JL'll,
sondern h mit ihrer Temperatur und iiberhaupt mit dem in
ihrem Innern herrschenden physikalischen Zustand abhiingt. In-

" alle diese Feinheit braucht man sich bei den derben
technischen Praxis ni zu kitmmern, wohl aber muss
m werden , dass es sich um grossere wicht
uktioner weli von der Aunsdehnbarkeit
tl[_‘ﬁ |\.:_r.ll:-liI'I-_i~'.!'|=.--|.--!1 2I'l i neen ., es :-I_"|||' "'.'II]|--'.\||!'| 3 l}ll]'i_‘]l
}!t'ﬂfllilll'l'l'- "u‘~'j'-||:'!|:' l‘i:'l ",~|||_-|'|II!I!‘~ ll_l'.a _‘\I; |r|il '-‘r'i_‘l-
chem diese Konstrukti den gollen, zu bestimmen. Fiir
die meisten Konstr as enbau vorkommen, ist
es jedoch go die mittleren Werthe, welche
l"E]l"lll Fl'."-l mMien |l';|. AL ‘I.;llillli:.‘:' Z1 ]':_' rell. I.JE‘_‘S‘_‘.
mittleren Werthe sind in der Seite 36 der Resultate hefindlichen
Tafel in der mit ¢ iiberschriebenen Rubrik zusammengestellt. Bei \
Schmiedeeisen variirt der Modulus von 1,600,000 bis 2,500,000,
bei Stahl von 2,000,000 bis 2,400,000, Bedenkt man alle l]il'-.lliL]l.[lJi;;';
1'.].] 1°ET] .'i‘-l'l': 3 EI:'." .n-l:\. |_-J.'£I|\'II |.i]||[ :']]1'1|:i;«'||t'|3 JJ['HZl"i.'\(',
die mit der 1 und Stahl dur iihrt werden, bis sie als Kon-
struktionsmaterial gebraucht werden, so hat man Ursache sich zu
wundern, dass die Abweichungen nicht sser sind.

Wie -'"'If"'!" ither die Natur
des 1"'”"""”':‘_ 1en Kinsicht zu
|<r.=J|‘||||t.-|!. zeipt der Ansichten, zu welchen ver-
:-'t'hll.'lil'l'.l'. ]’u'l-]-:ll.'l;|,;_l.. l'I.!Jl']' ‘[[U sogenannte
Elastizit: ;

",_ el T T . e ¥ .. e, W B T . - . St
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Manche Beobachter haben auns ihren Versuchen zu finden ge-
gl:mbt, dass wenn die, einen Stab ausdehnende Kraft eine gewisse
(Grenze nicht fiberschreitet, der Stab nach Besel

ung der Kraft
ganz genau in seine urspriingliche Lage zuriickkehrt, nd fiberhaupt
in seinem Innern keine Aenderung erleidet. Diese Grenze hat man
die Elastizititsgrenze genannt. Die genauesten und zahlreichen
Untersuchungen, welche in dieser Hinsicht Wertheim angestellt hat,
haben jedoch zu der Meinung gefithrt, dass es eine solche Elastizitits-
grenze nicht gebe, und dass ein Stab, wenn er auch nur wenig aus-
gedehnt wird, nicht mehr ganz genau in seine urspriingliche Lage
zuriickkehrt, wenn man die ausdehnende Kraft beseitigt. Indessen,

wenn es auch in rein wissenschaftlicher Hinsicht eine wahre IiL-\tP
sgrenze nicht gibt, so kann man doch in prak r Hinsicht
von einer solchen sprechen, denn es stimmen die Resultate aller
Beobachter darin iiberein, dass die bleithenden Verlingerungen erst

1
BCOE

dann merklich werden, wenn die ausdehnende Kraft bei Kisen-
arten ungefihr die Hilfte, bei 5]z ihr den vierten Theil
von demjenigen Werth erreicht, bei welchem das Abrei

sen er-
folgt, dass also wirklich dic » Konstruktionsmaterialien keine wesent-
liche Aenderung in der inneren Molel ql'm;:i uppirung erleiden, wenn

enze deformirt werden.

sie innerhalb dieser praktischen K lastizitiits

Fiir manche praktische Konstruktionen ist es auch von Wichtig-
keit zu wissen, ob die Dauer der Einwirkung einer dehnenden Kraft
von Einfluss ist auf die Grosse der Ausdehnung. Nach den zur
tellten Ver
bejahend beantworten. Die Ausdehnung mimmt in der That mit
der Dauner der Krafteinwirkung zu, jedoch nur sehr langsam und,
Zeit, sond
sie sich allmihlich einer bestimmten G

Ent:cheidung dieser Frage ang ‘hen muss man gie

i

rn in der

wie ez scheint, nicht einf:
Art, d
1

: Das  Stabausdehnungsgesetz (1

ch ]'u'n;t-m'?':--il_:l] mit der

ze nithert.

) kann moch in einer andern

= - o e .
Form :Hlugt:h;n‘m:hml werden, Es 1st die Kraft, welche jeden

Quadratcentimeter des Stabes spannt. [iese wollen wir die Span-

. .}
it i it ne 2+ L hnntie W
nungsintensitit nennen und mit J bezeichnen. Der (uotient <

aug der Ansdehnung und der urspriinglichen Linge driickt die

Stabl

erlitten hat;
Ausdehnung

Ausdehnung aus, die jeder Centimeter

wir wollen diesen Quotienten die verhiltnissmisgige
nennen und mit 1 bezeichnen. UUnter dieger ‘\‘I:Llll-.-l'fx.llll.g Ronnen

wir statt (1) schreiben :

@

e
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Man findet also die verhilinissmissige Ausdehnung, wenn man
die Spannungsintensitit durch den Modulus der i".J:l.n'iizH:'iIJ dividirt.
Man findet ferner die Spannungsintensitit, wenn man die \'\-rhEEIT—
nissmiissige Ausdehnung mit dem Modulus der Elastizitit “'.““,l_
p![ziri , und diese beiden Regeln sind I'iL'iJ[i;__:_. wie gross oder wie
klein der Querschnitt des Stabes ist, und wie lang oder wie kurz

er auch sein mag.

Diese Regeln leisten uns vortreffliche Dienste bei Untersuchun-
gen, bei welchen die verhiiltnissmiissigen Ausdehnungen an verschie-
il('I];:]l Stellen eines i\'iii'l'n"!':& verschieden sind. Die der Elastizi-
titsgrenze entsprechende verhiilinissmiissige Ausdehnung betriigt

fiir Schmiedeeisen 1250, fiir Grusseisen 1562, fitr Halzen 500

Abfolute oder Bugfeftigheit der Stdbe.

Die Intensitiit der Cohiisionskraft kann bestimmt gemessen wer
den, indem man die Kraft angibt, welche erforderlich ist, um einen
Stab von einem Quadratcentimeter Querschnitt abzureissen. Diese
Kraft nennt man auch das Maass der absoluten Festigheit eines
Materials. Es griindet sich aunf die Erfahrung, dass die zum Ab-
reissen eines Stabes erforderliche Kraft unabhiingig ist von der
Linge des Stabes und von der Form des Querschnitts, dagegen
der Grosse des Querschnittes proportional ist.

Nennt man % die absolute Festigkeit des Materials (oder die
dem Abreissen entsprechende Spannungsintensitit), k die Kraft,
welche erforderlich ist, einen Stab, dessen Querschnitt a Quadrat
centimeter betrigt, abzureissen, so hat man :

e R - i SRR Sty

Es ist selbstverstindlich, dass dieses U fitr jeden individuellen
Kérper einen besonderen Werth hat. Die mit K iiberschriebene
Columne der Tafel, Seite 36 der Resultate, enthilt den mittleren Werth
fiir verschiedene Materialien. Handelt es sich um ausgedehnte Kon-
struktionen von Eisen, die grissere Materialmassen erfordern. so
wird man oftmals gut thun, mit dem zu verwendenden Material
genaue Versuche iiber seine absolute Festigkeit anzustellen. nm den
individuellen Werth der Festigkeit zu erhalten; fiir die meisten
Konstruktionen im Maschinenbau geniigt die Kenntniss der mittleren
Werthe. Die im Allgemeinen sehr grosse absolute Festigkeit der
Metalle richtet sich auch nach den mechanischen und chemischen
Prozessen, die bei ihrer Bereitung angewendet wurden, Moglichste
Befreiung aller fremdartigen und insbesondere der .~'cl|];trki;'|;-.n Bei-

L T . . A N, i, M, B - B, Lous .
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mengungen, und mechanische Verdichtung durch &ussere Schlige
oder Driicke erhéhen die absolute Festighkeit. Daher kommt es,
dass alles Eigen in diinnen Stiben in der Regel fester ist, als Fisen
in dickeren Stiben, und dass man FKisen in dickeren Stiben nur
dadurch in vorziiglicher Qualitiit erhiillt, indem man diinnes Stab-
eisen nimmt, es zusammenschwelsst und durch Hammerschlige ver-
dichtet. Nimmt man zur Vergleichung der Festigkeit der Metalle
die Festigkeit des Gusseisens (1000) als Finheit an, so ist die des
Kanonenmetalls 2:6, die des Schmiedeeisens 3:3 bis T (Draht),
die des Stahles 7-5 bis 10.

Durch das Verhalten stabférmiger Kérper beim Abreissen derselben

spricht sich die Natur des innerer Molekularbaues sehr deutlich aus.

Stiibe aus kurzfaserigem Holz (Eichen, Buchen) zeigen bis zum
Moment des Reissens hin keine andere Veriinderung, als die Aus-
dehnung. Tst der Riss erfolgt, so erscheinen die Rissfliichen kurz zackig,
Tafel 1., Fig. 1.

Stiibe aus langfaserigem Holz (Tanne, Lerche) zeigen zwar fiir
das Auge keine andere Veriinderung als die Ausdehnung, allein so
wie sich die Spannungsintensitiit dem Reissen niihert, hirt man daa
klingende Abreissen einzelner Fasern, dies wiederholt sich bei zu-
nehmender Spannung immer hiufiger und hiufiger und wenn dann
plotzlich der Riss eintritt, zeigen sich die Rissflichen lang zackig.
Tafel 1., Fig. 2.

Gusseisen und iiberhaupt alle Gussmetalle zeigen withrend der
Ausdehnung bis zum Reissen keine auffallende Erscheinung, als die
allgemeine Ausdehnung selbst. Der Riss erfolgt plotzlich, ohne dass
er sich durch irgend etwas ankiindigte, und die Rissflichen zeigen
dann die mehr oder weniger krystallinischen oder kornigen Gefiige
des Materials.

(Ganz anders ist das Verhalten dez Schmiedeeisens und tiber-
haupt der ziih streckbaren Metalle, z. B. auch des Kupfers. Wird
pin Stab aus zihem Schmiedeeisen bis zum Reissen ausgedehnt,

so zeigt sich in der Regel, sowie die Spannung eine gewisse Girenze
erreicht hat, an irgend einer Stelle des Stabes eine Verdiinnung, Fig. 3,
des Querschnittes, diese nimmt mehr und mehr zu, ohne dass in
den iibrigen Theilen des Stabes merkliche Veriinderungen vorkom-
men und wenn endlich der Querschnitt eine gewisse Kleinheit er-
reicht hat, tritt plotzlich der Riss ein. Die Rissfliichen Fig. 4, zeigen
sich zih, faserig, und das Eisen ist vorithergehend stark magnetisch.

Gussstahl verhiilt sich beim Abreissen ihnlich wie Gusseisen,
Schmiedestahl (Steierscher) sihnlich wie Schmiedeeisen, jedoch nicht in
dem Grade zihe wie Schmiedeeisen,

BADISCHE
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In neuerer Zeit hat man die Behauptung aufgestellt, dass das [ligen

an Festigkeit verliere, wenn es anhaltend heftigen Erschiitterungen
.oesetzt  ist. FEs ist auch mehrfach versucht

und Vibrationen au
worden, die Richtigkeit die

is lein die Sache schei loch noch nicht spruchreif zu
wealsen. .\.Jll'lll cie sache scheint doch noch nieht [I|I|l 1§ 4
sein. indem die Art und Weige, wie die l'lrlilil'i:-'l'hrn Beweise ge-
fithrt wurden, sehr wohl zu irrigen Schliissen fithren konnte, denn

- Behauptung durch Versuche nachzu-

ein Beweis wird nicht durch Thatsachen, sondern durch einen Schluss
aug Thatsachen gefiihrt,

Betrachtet man die Sache vom theoretischen Standpunkte aus,
indem man von der atomistischen Anschanungsweise aunsgeht, so
erscheint es allerdings als moglich, ja sogar in gewisser Hinsicht
als wahrscheinlich, dass die Behauptung richtig ist. Denn es ist
& durch andaunernde heftige Erschiitterungen

gehr wohl denkbar, d:
eine Aenderung der Gegeneinanderlagerung der Atome emntritt,
wodurch ein Uebergang aus einem amorphen Zustand in einen regel-
fithrt werden kann, und z. B. zihes

miissig kristallinischen herbei

Sehmiedeeizen in s]trc"ic]t'.i umgewandelt wird. Allein hiermit ist nur
eing Moglichkeit, oder theilweise eine Wahrscheinlichkeit ausgespro-
chen; die Wahrheit kann nur auf induktivem Wege aus einem
reichen und wverlisslichen Thatsachenmaterial erschlossen werden.

Bufommendriidiung kurser fabférmiger Rorper.

Versuche iiber die Zusammendriickung kurzer Stibe haben ge-

zeigt, dass das Seite 3 fiir die Ausdehnung aufgestellte Gesetz auch fiir

die Zusammendriickung gilt, wenn dieselbe eine gewisse Grenze

nicht iiberschreitet und dass sogar innerhalb dieser (Grenze der
Modulus der El

E!E']'I]II}'I.‘;_"". Fa \L‘i{if-i‘.~EL-|ll'II demnach alle .‘\I:Ii['l'iii]lll'lg .-'t'!|\','ii[']zr-|'pf]

stizitiit den gleichen Werth hat, wie fiir Aus-

7 Yoaradi e . :
Zusammendriickungen genau so, wie schwiicheren Ausdehnungen,
und es gelten auch hier die Gleichungen :

Allein wenn die Zusammends

i _E:I'\\'-I:-"-I' Grenzen iiber

schreiten, wird der Modulus der Elastizitit variabel. und zwar nach

einem anderen (lesetz, als bei st

‘ken Ausdehnungen, und es ver

halten sich in dieser Hinsicht die verschiedenen Materiale verschie-

den. Bei Schmiedeeisen und bei den verschiedenen Hi

¢ : irten ‘Illrllll['-l']
die beiden Gesetze des Ausdehnungs- und Zugammendriickunes-

Modulug sehr nahe iiberein: bei (Gusscisen dagegen ist das Gesetz

11;) BADISCHE 2
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fiir den Zusammendriickungsmodulus sehr verachieden von jt:n@m
fiir die Ausdehnung. Bei starken Aenderungen widersteht niimlich
das Gusseisen der Zusammendriickung weit mehr als der Ausdeh-
nung, oder mit andern Worten, es ist schwerer zusammendriickbar
als ausdehnbar.

Abfolut riidiwickende Feftigheit der Materialion,

Die absolut riickwirkende Festigkeit messen wir durch die Kraft,
welche im Stande ist, einen Wiirfel von einem Quadrateentimeter
Querschnitt zu zerdriicken. Diese riickwirkende Festigkeit ist bei
Holz die Hilfte, bel Schmiedeeisen *, von der absoluten Festigkeit
gegen das Abreissen. Bei Gusseisen ist dagegen die riickwirkende
3 Festigkeit 5',mal so gross als die absolute Festigkeit.
Weberficgt der Erfahrungen diber Elaftisitdt und Feftigheit Der
Materialien.

Alles was bisher ither die Festigkeit und Elastizititsverhiltnisse
der Materialien gesagt wurde, liisst sich durch graphische Darstel-
lung, sowie durch eine tabellarische Zusammenstellung der Erfah-
rungswerthe am deutlichsten anschaulich machen. Die beiliegende
Tabelle ist dem trefflichen Werk von Rebhann, Theorie der Holz-

und Eisenkonstruktionen, entnommen.

Erfajrungsrefultate fiber die Elaflizitdt und Feftigheit e Materinlicn.

s A R A, i, oy f
" - . y d. oy o c P 1 1
Schmiedesisen 4040 =% 04 9% 04 %A 2 020 000 - e
: 5 1250 1250
e OO 4 oy 1| ol LI 70 B i 1
. Eisenblech 3636 —U g 1770 000 55 559
e 4 ~ 1 1
ST T oy i g A 9 A9 2 181 600
Eisendraht 6464 A 04A 04U 21160 = —q5
: . = =i I & 2 e 1 |
q8p]Ee 4h4 R 3 e § e 010 Q00 -
(Gusseisen 1454 55 U 0 moa LU 562 52l
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Es bedeutet :
N die absolute Festigkeit des Materials.
stigkeit, |
titsgrenze fiir Ausdehnung,

M die absolut riickwirkende Fe

A, die Spannungsintensitit an der Elastizi
= die verhiilinissmiissige Ausdehnung an der Elastizititsgrenze.
M, die Druckintensitit an der Elastizititsgrenze der Zusammen-

driickung.

f, die verhiiltnizsgmii Zusammendriickung an der Elastizitiits -
grenze.
¢ den Modulus der Elastizitit des Materials, innerhalb der Elasti- ‘
zitiitsgrenze.
Die Werthe von 3t %A, M, sind auf U bezogen angegehen. ‘
In Figur b, Tafel L., sind die Intensititen als Abseissen, die verhiilt- |
nissmiissigen Ausdehnungen und Zusammenpressungen als Ordinaten
aufgetragen. Der Maassstab fiir die Ordinaten ist ein anderer, als
der fiir die Abscissen, und die Kurven, welche die Dehnung und
Zusammendriickung darstellen, sind nicht punktweise nach That
sachen verzeichnet.
Die Kurven gehen natiirlich simmtlich durch die Anfangspunkte
der Coordinaten und sind daselbst beinahe geradlinig , indem nach !
den Thatsachen die verhiiltnissmiisigen Aenderungen bei schwiicheren

Krattintensititen diesen Intensititen proportional sind, bis an die

Elastizititsgrenze hin. In der Nihe der Elastizititsgrenze haben
diese Kurven rasche Kritmmungen und verlaufen sodann asEyIMp- !
totisch nach der Richtung der Ordinatenaxe. '

Fiir Schmiedeeisen ist:

0s A die absolute Festigkeit, 08, = %, die Spannungs-

intensitit; s, 8, = & die verhiiltnissmiissige  Ausdehnung an der
Elastizititsgrenze , und es ist 05, = 04 O8 oder %A, 04 A,
015; die riickwirkende Festiockeit: ( ) 5, die Druckintensitiit ; 8, s, die
verhiiltnissmiissige Zusammendriickung  an der Elastizititsgrenze, |
und es ist OF, = 04 9. Ueberhaupt ist die Bedentung der in !

der Figur verzeichneten Abscissen und Ordinaten foleende

Holz. Schmiedeeisen,

A bzolute |'\L':-'[I-.L'\']{L'i[ s e OH 0=
Spannungsintensitiit an der Elast]
zititsgrenze fiir Ausdehnung O H, 05, O G,
Verhiiltnizssmiissi \usdehnung
an dieser ( H, h, D) 8y G, g
Riickwirkende keit . . OH, 08, 0G,
—— - X e - - - i s
=
BADISCHE i
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Holz. Schmiedeeisen. Gusseisen.
Druckintensitiit an der Elastizi-
titsgrenze der Zusammen-

detickunss B ol (O H, 08, 0 G,
Verhiiltnissmiissige  Zusammen-
dritckung an dieser Grenze. H,h, S, 8; G, e

Emypirifdye Formel fir das Gefes der Augdehnung und Bufammen-
briichung eines Stabes.

Die in Figur 5 dargestellten Kurven, in welchen die Abscissen
die Intensititen der Spannungen und Pressungen, die Ordinaten die
entsprechenden linearen Ausdehnungen und Zusammendriickungen
bedeuten, lassen sich auf folgende Weise annithernd durch Gleichun-

e

gen ausdriicken :

Zieht man zu irgend einem Punkt m der Kurve Fig. 6, Tafel [.,wel- i

- . nd Ty 1

chem die Coordinaten Op = x wnd mp =y entsprechen, eine Beriih- :
rungslinie tmn, so bildet dieselbe mit O x einen gewissen Winkel i
— : it
tnx = ¢ und es ist 1
tax £y 1 ‘!! :

Bl s s S e e SN SR S ATE 5 ] %i

In der Niihe von O ist der Modulus der Elastizitit constant und

#
A

wird ausgedriickt durch —:— oder auch durch i’: Der Modulus
der Elastizitiit kann daher sowohl innerhalb als ausserhalb der
Elastizitiitsgrenze durch :}r — Cotg p ausgedriickt werden und es
handelt sich nur darum, ‘eine Funktion von x zu finden, welche
genau oder annihernd den 'Werth von ill-: darstellt,

Nennt man & den constanten Modulus der Elastizitiit fiir ganz

schwache Ausdehnungen und Zusammenpressungen, Ok = a die
Zugfestigkeit des Materials, Oh = — a! die Druckfestigkeit des-
S 1x B . . a
selben, so muss die fiir ll zu suchende Funktion von x die Eigen-
) e
schaften haben, dass
dx 1
UE. X = 0 = &
d ¥
I e 2)
X — | — = 0 ‘
3 = 4 (
dx }
: X = = =1
ol § |] I‘_

Ty wird.

BADISCHE
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Dieser Bedingung wird entsprochen, wenn man setzt:

- & B PR s o B e L

[ntegrirt man diese Differenz

fiir x o auch ¥ o werden soll, so findet man
i aa Ny X i
= L lognat |: = i R T .
: g A== \ & X iy
: |

Dieser Ausdruck ist die Gleichung ciner Kurve, welche mit
der wahren Kurve fiir x 0, X g = a, ilbereinstimmt. |
b Ob gie auch fiir' Werthe von x die zwischen -+ a und - &, |i|_-p“1_-]]
und von o verschieden sind, mit der wahren Kurve iibereinstimmt,
kénnte nur durch ermittelt
werden.
Den Bedingungen (2) kann man auch entsprechen, wenn man
statt (3) setzt:
dx £ o
dy :
wobei m n beliebige Zahlen sind, die sich vielleicht so bestimmen |
lassen, dass der Ausdruck wahre (resetz des Elastizititsmodulus
darstellt. |
! Abfdyecrung.
|
/ M denke sich durch stabformigen Korper eine Quer- !
1'}"1"311' A ;.';i'!l._"n. und die zin beiden S ten  dieser Ebene Ir{-ﬂ“d- |
lichen Theile B und (' des Stabes durch Krifte in der Weise
angefasst, dass sie di
streben, welche zur Ehen
ind, so wird dadurch der hang des Korpers |
- eine besondere Art einem gesetzt, welchen man .
Abschiebungs r Abscheer nennen kann. Wenn der
schnitt dichthch ist, kann man VEr-
'\E|-'|'|:\.|'|-]| eines Stabes l'i'|.n|'||.'['|"|il;'|||’- !{rﬂﬂ !
abes proporti , und dies haben auch !
enau  best e1 metallischen E\:r"ri'i:t'!‘il 1at
\ hscheeren W I tcentimeters des Stab-
aft (die Abscheerungs- oder Abschie- !
ceif) nahezu der absoluten oder Zugfestigkeit des Ma-
terials propox fional. Dieses Fe '-1ij_;';~i':|'.~‘.'- rhiiltniss kommt inshesondere
| lu"- ;\i:-i}n-!?.l'l_- -‘Ii!': :\-t-ll-:".:! -':f.l.iJ I| B ..'<'JI|5|I|.-_;_". ."I.}u'l' i'illi'Jl ]H"I “Ii |

gungen wird man zur Annahme von

Abschiebungskyiiften veranlasst,

BLB BADISCHE 2
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Bicgung cines Btabes, velative Feftigheit der Materialien.

Porausfebungen. Stibe knnen auf verschiedene Weise gebogen
werden. Wir betrachten zuerst einen speziellen Fall, der zwar in
der Wirklichkeit selten vorkommt, worauf sich aber die verschie-
denen Biegungsfiille zuriickfithren lassen,

Man denke sich, das eine Ende eines in natiirlichem Zustande
geraden Stabes werde nach hi

andere Ende dagegen freigelass

izontaler I

ichtung eingeklemmt, das

, jedoch durch ein Gewicht helastet.

Fig. 7 sei der Stab im horizont ;
lasteten Zustand, 1 8 der Stab in be etem, mithin ;;‘L'i)uef_"':‘llq'nh
Zustand. Fig. 9 der Querschnitt des Stabes. Um uns eine klare

pannten , i.\".il(lt‘[] ll]LlJ\"

\'iil'ﬁLt'HHIIIL;‘ zu verschaffen von dem im Inmern des Stabes herrschen-

den Zustande, denken wir uns, der Stab bestehe aus einer grossen

Anzahl von neben- und iibereinandergelegten und mit einander ver-

bundenen Fasern, wobei wir uns unter einer Faser eine Reihe von
Atomen denken, die im geraden Zi
mit der Axe parallelen Linie lic
Stabes dage

:

= . iy ¢ . .
LI l':n"-.l\"'l:i”l.';\-\ 11 oIner _‘_"'!'T'QLl.lf I,

n, in gebogenem Zustande des

n eine zur dusseren Kriimm

geg g ab dquidistante Lime

lril(h'n. i] K, ,--1-5 iiiu- E";|‘-l-|'_ \'.'1".\'|_;L' i;u :||||Jl'];l.~'il-|\-;| .'/,IE-'HlHI}': L]1I1't‘]l
die H:,‘]l\\i‘]']:llll]i[l' aller {L]L|1,-]':;;-i4‘=|'-[‘:|- des Stabes

geht; 1k die gleiche
Faser im belasteten Zustande. Wir wollen diese Faser die Axen-
faser nennen. Der Gleichgewichtszustand des Stabes wird bekannt

5&511._ WEINnN \'\']1' ;:1|:.—;||;_I;Q-l|("_-| i|:| f“'"::n:ull- sind: 1) den ;/,l:.-’L;l':II'E £|.G‘=.‘

dem einzelnen Punkte des Stabes,
ern des Stabes. Will man diese

z scharf zur Lésung bringen, so hat man

Spamnung oder Pressung in

2) die Gestalten der ecinzelnen Fas

C iluit:]|5_"¢\\'i(‘§lt.-‘:!ill

es mit einer i an

e zu thun., Begnii

hwierigen Auf

sich aber mit einer Anniherung, so hat man es mit einer verhiilt-
nissmiissie leichten Aufeabe zu thun, die schon unzihlige Male be-
handelt worden ist.

auf

t wir uns .‘4|'|ii1\:l' J.l]*'S'lJ]'L'l'lll'H \H'i’l'k]lfll.

Die folgende am folgenden An-

=1 ? 114 1 -
ihernde Behandlung bert

nahmen, iiber deren Zul

Wir nehmen an:
1) dass alle Atome, welche urspriinglich in einem ebenen (Juer-
Zustande in emer Ebene

schnitt e, g, lagen, auch im gebogenen Zus

kreeht steht. Es is

o e g liegen, die in e auf der Faser ab se also

e g die Richtung der zum Punkt ¢ der Kurve ab gehorigen Normale;

2) dass die Atome eines und desselben (Juerschnittes ihre rela-
i
schnitte durch die Biegung weder ihre Form noch ihre Grisse
verindern ;

tive (tegeneinanderlagerung nicht #indern, dass mithin die Qu

BADISCHE o
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3} dass alle l|r.~'].-t'i'|1|;_','|]r~|1 geraden Fasern im gebogenen Zustande

des Stabes zur Faser a e f b fiquidistante Linien hilden:
4) dass die Biegung nur so schwach sei, dass die frither Seite

3 und 5 aufrestellten Gesetze ither die Ausdehnung und Zusammen-

driickung von Stiben angewendet werden diirfen. I'
Diesen Voraussetzungen wird ein eingespannter und belasteter

Stab niemals mathematisch genau entsprechen. In der That denken

wir uns z. B. einen Stab mit quadratischem Querschnitt, so ist zu- |

niichst klar, dass derselbe im gebogenen Zustande der zweiten Vor- |

aussetzung nicht entsprechen wird, denn so wie oben bei ef eine

Ausdehnung und unten bei gh eine Zusammenziehung entsteht,

wird gleichzeitiz oben nach der Quere eine Zusammenziehung und

unten nach der Quere eine Ausdehnung eintreten. Im gebogenen

Zustande wird daher der fl3!1l:i'-'l'||lti1l nicht mehr die Gestalt iig ]_.
Tafel I1., sondern die Form Fi

2 haben. Der ganze Stab wird also in |
Folge der Diegung oben schmiiler, unten breiter werden, als er ur-
spriinglich war. So wie aber einmal eine Aenderung in der (Quer-
schnittsform und eine Gegenemanderverschiechung der Atome eines
und desselben Querschnittes eintritt, kénnen auch die Voraussetzungen
(1), (3) und (4) nicht mehr streng erfiillt sein. Nimmt man aber

gar einen schienenartigen Stab an, d. h. einen Stab von verhiltniss-
miissig grosser Hihe und geringer Dicke, so wird sich der belastete Stab
in einem Gleichgewichtszustand befinden kimnen, der von dem vor-
ausgesetzten Zustan

\\'ﬂ'i| \'I'|'ﬁ('|!il'l]l'!l -I"'T_ I";E"- I‘(:l]l'll, 1 l}l, 1,'5“ l.’l]l‘

schlagen der Schiene in der Art, wie Fig. 3 zeigt, oder es kinnen
an li:-!' unteren l\-:lul{' .l“il.llltli:‘_‘\'!'ll l']]l[!'('[l,'ll, iu 411-]' .11'1‘. wie fl'r:, _]
zeigt.

Die vier Voraussetzingen oder Annahmen miissen gestellt wer-
den, weil bei starken Belastungen und bei einem leicht zusammen-
driickbaren Materiale so komplizirte Molekularverschiebungen und
Formiinderungen eintreten wiirden, dass es ganz unmiglich wiire,
dieselben durch Rechnung zu bestimmen. Diese siimmtlichen Voraus-
setzungen haben aber zugleich einen sehr wichtigen praktischen
Sinn, denn sie sprechen Bedingungen aus, denen jeder auf relative
Festigkeit in Anspruch genommene Bestandtheil entsprechen muss, I
um &

s o solides Glied in irgend einer Konstruktion dienen zu

I kénnen.
Indem wir also die folgenden Rechnungen unter jenen vier Vor-

aussetzungen machen, werden wir solche Resultate erhalten, die sich

Jedenfalls auf praktisch brauchbare Konstruktionen anwenden lassen.

nur sind wir leider nicht im Stande die Bedingungen oder Grenzen
scharf anzugeben, bis zu welchen hin unsere Resultate noch Gel

BLB BADISCHE i_.
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tung haben, weil wir nicht im Stande sein werden zu sagen, wann
die Verschiehungen der Molekiile eines und desselben Querschnittes
merklich zu werden beginnen, wann ein Ueberwerfen oder Zusam-
menfalten oder Knicken eines Stabes einzutreten beginnt. Freilich
in der Mehrzahl der Fille, welche der Maschinenbau darbietet, weiss
man schon mit dem Gefiihl die Stabformen und Dimensionen so zu
wiihlen, dass unsere Voraussetzungen zulissig sind.

Wir gehen nun zur Entwicklung der Theorie ither. Richten wir
unsere Aufmerksamkeit anf die Faserstiickchen, welche urspriinglich
zwischen den Querschnittsebenen e, g, und f, h, liegen, so treffen
wir dieselben, nachdem die Biegung eingetreten ist, zwischen den
Ebenen eg und fh (wegen Voraussetzung 1), die bei e und f auf
der Faserlinie a e f b normal stehen, deren verlingerte Richtungen
also in dem Kriimmungsmittelpunkt O des Bogenelements e f sich
scheiden.

s ist klar dass e f > ¢, f, und g h <7 g, h;. In ef herrscht
also Ausdehnung, in gh dagegen Zusammendriickung. Geht man in
Gedanken von ef an tiefer herab so ht'zl,fl_';_l“‘t]i'i N1 ["'r]“l']'ﬁlilll']i[:h(']|l‘
die weniger ausgedehnt sind als ef; geht man dagegen von gh
an nach aufwiirts, so begegmet man Faserstiickchen die weniger
zusammengepresst sind als gh; es muss also nothwendig irgendwo
zwischen h und f eine Stelle geben, z B. ¢, wo weder Ausdehnung
noch Zusammendriickung stattfindet. Dies gilt aber auch fiir jeden
anderen Querschnitt, demnach muss es eine ganze Schicht o p g t
geben, wo weder Ausdehnung noch Zusammenpressung vorhanden
ist. Diese Schicht wollen wir die nentrale Schicht nennen und die
Linie, in welcher diese Schicht durch die Ebene der Figur geschnit-
ten wird : neutrale Faser. Diese fillt im Allgemeinen nicht zusam-
men mit ‘der Axenfaser i m n k. Aus dem bisher Gesagten erkennt

man bereits, dass die Spannungen grosser und grosser werden, je
mehr man sich von der neutralen Schicht nach aufwiirts entfernt,
dass dagegen die Pressungen mehr und mehr zunehmen, je mehr
man sich von der neutralen Faser nach abwiirts entfernt.

e ist wohl auch zu vermuthen, dass die Spannungsintensititen
in einer und derselben Faser, z. B. in der Fasera ef b, nicht iitberall
gleich gross sein werden, sondern dass sie von b an bis a hin
wachsen. Hierdurch erkennt man, dass es in dem ganzen Stabe
Schichten von gleicher Spannung und von gleicher Pressung geben
muss, und dass die neutrale Schicht die Grenze bildet zwischen den

gespannten und den gepressten Schichten.

BADISCHE
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Aufftellung der Gleichgewichisgleichungen. Zieht man durch g, Fig. 8,

eme Linie s qr Eu:u':l.l]t-l mit e g, s0 ergeben sich zwei Dreiecke

q s f und q r h, in welchen die in verschiedenen |".J|H':1'||i|i|l'_l_‘r|1 VoI
q stattfindenden Ausdelmungen und Zusammendriickungen aller ur-

spriinglich zwischen e; g, und f, h,, Fig. 7, enthaltenen TFaser-
stiickchen zum Vorschein kommen.
r\.l'l;lu'n '.\-,":

& den Modulus der

iitiit des Materials, und behandeln densel-
ben als eine constante Grisse,

f n = z die Entfernung der Axenfasern von der obersten Faser ab.

ie Entf : 7o . i
n w= ¢ die Entfernung irgend eines Faserstiickcher

u w von
den Axenfasern.

o i : ! » : :
n q=u den Abstand der Neutralfaser von der Axenfaser im .I
Querschnitt £ h.
i o= 0m=0n den Kriitmmungshalbmesser des Bogenclement-
chens 111 1. |
| . . o . :
X ¥ die Cool en des Punktes 1 in |.|-',_||_5_-: ant e Coordinaten-
system, dessen Anfangspunkt k, dessen Abscissenaxe horizontal
und dessen Ordinatenaxe vertikal gerichtet ist,
8 8 & die Spannungsintensititen in den Faserstiicken mn u w ef,
@ =m 0 n den Winkel, den die zu m und n oezocenen Normalen
!ri'«'lt-tl.
m, n, = ds, {, die urspriingliche L aller zwischen e, g,
und f; h, enthaltenen 1 tickehen.
Dies vora zt, 18t verm des Stabausdehnungsgesetzes
|
= . .'-_ Hy \
m 1 .8, llj 1= ..I- ..' 3 (7] o ' % = : iij
uw=ds [1 < R i R 2)
|
= 18s |1 = - 2.8 ;
—] = (e (3
\us (1) und (2) folgt: }
s
| =l
£ e 4 ¢ s
2 1 oder :
i i ¢ ¢
= ) 1+ )
-3 \ o
R et i .

11;) BADISCHE 2
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Da jederzeit — und —— sehr kleine Grissen sind, so kann man
i = :

die Produkte derselben vernachlissigen, und dann folgt aus dieser
letzteren Gleichung :

i T R SR S S Y

Hierdurch ist die in einer Entfernung ¢ oberhalb der Axenfaser

herrschende Spannungsintensitit ausgedriickt. Diese Spannungs-
intensitiit verschwindet fiir 4 — — ,, d. h. es ist:

0=8 — —
oder ;
e R I e B
Diese Gleichung bestimmt die Tiefe der Neutralfaser unterhalb

der Axenfaser im Querschnitt fq h, Setzt man in (4) fiir ¢ den
Werth z = n 1, 50 geht s in & fiber und es ist:

St e S L 1)
Theilen wir den Querschnitt £ 1 durch horizontale Linien in un-

endlich viele unendlich schmale Streifen, und nennen ar den Fliichen-
inhalt des bei w befindlichen Streifens, so diirfen wir annelmen,

dass in allen Punkten desselben die Spannungsintensitiit gleich s ist.
Es ist demnach s 4 r die Kraft, welche alle Fasern des Querschnittes
df spannt und ¢ s ¢ das statische Moment dieser Kraft, in Bezug
auf eine durch n gehende, auf der Ebene der Figur senkrechte
Axe. Die auf den ganzen Querschnitt £ ausgedehnten Integrale

/rﬁt’\i'mnl/f:illf. PR PRIy (s ] |

driicken demnach aus: das erste die Summe aller Spannungen und
Pressungen, welche im Querschnitt fh vorkommen:; das zweite die
Summe der Momente aller Spannungen und Pressungen. Setzt man
fiir s den Werth (4) und beriicksichtiget, dass sich die Integrationen
nur auf ¢ nicht aber auf § und , beziehen, so erhilt man:

/ df _-:/' 8+ —:— & J df = 8 /'d f - tT_}(ﬂ df
/¢ af :..--/',; [ 8 %h , df = a/ af + ‘;/4 af

Rodienbacher, Manchinenbau, -
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Nennt man © den Querschnitt des Stabes, so ist: / df = £,
Beriicksichtiget man, dass die ; vom Schwerpunkt n des Quer-
gsehnittes aus gemessen werden , so erkennt man, t]:]r’u&i_/': df='wo
ist und dass [ ¢* 4f das Triigheitsmoment des Querschnittes in Be-
zug auf eine durch den Schwerpunkt gehende Queraxe ausdriickt.

Seizen wir zur Abkirzung
/'35.51'---zl'. S R L

so werden die obigen Inte;

(9)

Der Gleichgewichtszustand des Stabstiickes n x erfordert, dass
die inneren, am Querschnitt fh wirkenden Elastizititskriifte mit
allen iinsseren, auf das Stabstiick n & einwirkenden Kriiften im Gleich-
B, Tafel 1I., » den Winkel, den die

ser gezogene Berithrungslinie mit der Ab-

gewicht sind. Nennt man Fig.

zum Punkt n der

¢ Axer
]

senaxe kx bildet, so ist auch , der Winkel, den die Richtung der
Kraft p mit der Richtung der Normalen ¢ 1 bildet. Zerlegt man p in

zwei Kriifte P sin o und P cos ¢, 20 ist die Richtung der ersteren senk-

recht aufr n, die der le

Zteren i‘r.ll‘:]|h-| mit f h. \'i;rn;u‘f||.;'i:-::;i;_ru|1

wir das Gewicht des Stabes, so muss im Gleichgewichtszustand sein :
= L ]

) P sin p gle der Summe aller Spannungen und Pressungen,

(331

welehe im Querschnitt ¢ 1 stattfinden. P x gleich der Summe

lllL!l' Momente dieser Spannungen und Pressungen. 3) P cos o gleich
emer gowissen Abschiebungskraft T, welche den Theil ¢4 b o des

wtabes von dem Theil a rd 1 lings des Querschnitts f 1 abzushie-
ben strebt.

Wir erhalten daher fitr den Gleichgewichtszustand des Stabes :

; Pt o e b A
= = -.«.1-‘.J

Der Differenzialausdruck fiir den Kritmmungshalbmesser einer
ebenen Kurve ist:

LANDESBIBLIOTHEK
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AT s d s?
i ol DS

wobei das obere oder das untere Zeichen zu nehmen 1st, je nachdem
die Linie der Abscissenaxe ihre convexe oder ihre concave Seite zu-
wendet. Im vorliegenden Falle gilt also das untere Zeichen. Da
wir eine schwache Jiegung \'fll‘i.lLl‘lﬁL‘.i:{{'ll: so begehen wir keinen
merklichen Fehler, wenn wir in (11) as gleich dlx setzen. Dann
aber erhalten wir:

d x?

o= — d*y"-""""-“ﬂ'

Hiermit sind nun alle, zur Losung unseres Problems erforder-
lichen Gleichungen aufgestellt, und wir gehen nun zur weiteren Be-

handlung dieser Gleichungen iiber.

Sehandlung der aufgefiellten Gleidigewidytsgleidyungen. Aus der ersten

S e T A, P sin. g
der Gleichungen (10) folgt 8 = — Q-—-‘ﬂ--
- il iy s P x
Aug der dritten der Gleichungen (10) folgt :— =

fithrt man diese Werthe in die Ausdriicke (4), (5), (6) ein, so er-
hilt man:

S — --52 gin ¢ —- F x & o om Sw [a e AR
AT o X [
C=ra 8 grtig X0 0 e ke )
&R sin g (15
v=2a : ¥ (15)

In diesen Gleichungen ist noch sin , unbekannt; dieser ergibt
sich aus der Gleichung der Axenfaser. Zur Bestimmung derselben
hat man wegen (10) und (12)

d*y P P
S R I (16)
Hieraus folgt durch Imtegration :
dy P S s =
TE - aaE L R L S
| 5 3 ;
¥y = R (I*x — — x? . (18)
:3
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BLB .

LANDESBIBLIOTHEK Baden-Wiirttemberg



LANDESBIBLIOTHEK

)

wobei 1 die Linge des Stabes hezeichnet und die Constante der

Integration so bestimmt wurde, dass filr x — o auch y = ¢ wird,
& | dy
€Y = 1 st aber sanz cenau 4
und dass fir x =1, o = o ist. Nun ist aber ganz | =
T P 1y in
& O itets sehr klemn 1st, - — P
— tang, p, oder anniihernd, weil , stets sehr klem ist, ——= Py
demnach vermige (17)
P J
(1 —x* bt
sin, @ 52 h 1 ot )

; . " Tsialea £12Y F140
Fithrt man diesen Werth wvon sin p 1IN die Ausdriicke (13), L_[—J-I.
(15) ein, so ergiebt sich:

. ) )
G N I " i_ ! (1% x7) (20)
E 2 YR Raesl
) 3 »
—pll o A S T B BT (21)

und iitberdies hat man noch wegen (18)
P | :
il o . f?: Soprat e -“'] O T LB L e
- ez E 4

Hiermit ist nun unsere Aufgabe vollstindig gelost. Die Gleichung
s Stabes he
(21) bestimmt die .“‘!Er;lliml]lt_"' in
bestimmt
c-l';ne.'li'hl.'l-c-'z'. Endlich die f:'Irf-'LlHl;',‘ [:I."f_).l die
Gestalt der Neutralfaser.

(20) bestimmt die in irpend einem Punkt im Innern

schende Spanm Die Gleichung

.El'l!ﬂ'tll Punkt « n]-l'c'l'll ¥

b, Die Gleichung

die Gestalt der

j|1ll'1'1|l'ftlllfl1i1 ver Refultate, Eliminirt man vermittelst (22) 1

¥ - :\’
aus (20) und (21), so findet man auch
55 S )

Ex TR < e S TR

Vermittelst dieses Ausdruckes kann man die S

pannungszustinde 1m
d

Innern des Stabq eutlich erkennen.

Betrachtet man x und

w

Coordinaten eines rechtwink

rEn
vstems, so stellt die l:'it--!-;']|.!!||:_-;;'_"_’Hi-l-l' “[L'l-l'hlll\;_;' einer
”l\.lJl'I']IL'J dar, da aber die

t'cluhiih:!rq

wirklichen Werthe von p nach normaler

Richtung auf die Axenfaser aufzutrasen sind, so bestimmt die
{u|<-.t!.~||1|;: (22) 80 zn saren eine gebogene Hyperbel.




2]

Jetrachtet man in (24) s als eine constante Grosse, so bestimmt
Werthe von =x diejenigen Werthe von

diese Gleichung fiir beliebi
¢ i fiir wvlu'].l.:' 5 einen constanten Werth il.'l[: d. h. die ".nt'ii']!un;{
(24) bestimmt die Linie, in welcher einerlei Spannung herrscht,

Betrachtet man x und ¢ -+ ,als Coordinaten eines rechtwinkeligen
(_‘.m|rr|'|n:1h-1|.~'_\'.~'1::m.=c, so stellt die Gleichung (24) eine Hyperbel dar.
Da aber # - p von der neutralen Faser aus nach normaler Rich-
tung gegen die Schwerpunktfaser aufzutragen ist, so ist die durch
(24) ausgedriickte Linie eine Hyperbel, deren Abscissenaxe ne wch der
neutralen Faser g_t-]\itnmm ist.

In Fig. 6 und 7, Tafel | 11., sind die Linien dargestellt, in welchen

gleiche Spannungen herrschen.

[ig. 6 stellt die Linien von gleicher Spannung dar, wenn die
Biegung des Stabes unendlich klein ist, also » gegen ¢ vernach-
lissiget werden kann. Diese Linien sind Hyperbeln, deren Aeste gegen

die Coordinatenaxen k i und k 1 assymptotise h verlaufen. Die Gleichung

derselben folgt aus (24), wenn man y = o setzt; dann wirc
s Bz L i
o = Db o s AR e e

Die Spannungsdifferenzen in zwel anmittelbar aufeinanderfolgen-
den Linien sind gleich gross, daher sind es auch die Ordinaten-
differenzen in je zwei unmittelbar aufeinander folgenden Linien.

Nennt man ¢ den Werth von ¢ fir x =ki=1, 80 hat

Tan illli.‘l'l .

s E =
JJ..‘(__-J'GI_..___,k...‘[gﬁ) i

demnach :
1
o ==ppi iy C-Zfo(_){k..-('&?)

Vermittelst dieses Ausdruckes kann man sehr leicht eine Kurve
verzeichnen, die in einer Entfernung ¢, von dem Punkt i ithren An-
hu”‘ nimmt.

Die grosste Spannung findet statt im Punkt a, die grisste Pres-
grosste Spannung bei a, s0

sung im Punkt d. Nennt man J di

hat man zur Bestimmung derselben (wegen ¢ = z und x =1):
Pl
J=— - N ey it d e i kel
B : ;
BADISCHE
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Fig, T zeigt die Kurven von gleicher Spannung, wenn der

Stab merklich gebogen wird, und die Neutralfaser o ¢+ merklich von
der Axenfazer i k abweicht. Diese Kurven v]'ll_{l'}ll"rl sich, wenn man

zuerst vermittelst (
vermittelst (22) die Neutralfaser o ¢ darstellt und das Ordinaten-
gystem der Linien von Fig. 6 von der Linie o ¢ aus nach Richtun-

gen anftriigt, welche die Axenfaser normal durchschneiden. Die

g1r)~~lc, Spannung findet im Punkt » statt und wird bestimmt, wenn

man in (20) x =1, ¢ = =z setzt. Man findet
Pl

-F-'=L.-....,,......{2'J|

also der Form nach den gleichen Ausdruck, wie in dem Fall einer
1

unendlich schwachen Biegung. Fiir x = o wird [vermige (22)]
v = w, 4. h. in der Nithe des Punktes x entfernt sich die Neutral-

fazer T;,’s’]lzﬁc'h Ea'll(_'!lln-li_:]l rasch von der Axenfaser. Achnliches tntt
jederzeit in denjenigen Punkien eines gebogenen Stabes ein, in
welchem der Kriimmungshalbmesser der neutralen Linie unendlich
gross wird. Soistz. B. Fig. 8, Tafel I1., ein auf zwei Stiitzen liegender,
aber zu beiden Seiten iiber dieselben hinausragender Stab dargestellt,

tet ist. In den Punkten
f, und f,, wo die Aenderungen der Kritmmungsrichtungen statt-
finden, sind die Kriimmungshalbmess

der an den Enden und in der Mitte be

unendlich und die neutrale
ganzen Stabes besteht in diesem Fall aus den dreil Thei-

Faser des

len ; ;, 4, deren Zweige assymptotisch gegen die Normalen &
1 Az A

as By ys verlaufen.

Bei den meisten Anwendungen der Elastizitiitstheorie hat man
€8 mur I]I:Il finsserst "l[l‘.\. A I't'll l(;]rnl]u!ggl]r]mn z1 [}[1[]] &0 ‘_Lg».\
die Neutralfaser mit der Schwer punktfaser zusammenfallend angenom
men werden kann. Tlnter dieser Vor wssetzung eben die Gleichun-

ren (20) bis (23)

P
s = ‘.C
(L
P1
J =— R e o T
v 0
P [ i
e — - 1
R ¥ 1 = 3
\
i " . Sl o

3) die Schwerpunktsfaser i k verzeichnet, hierauf

|




SBevecdhnung der Werthe von £ umd 2. In den aufgefundenen For-
meln erscheinen die nur von der Gestalt und Grisse des Quer-
schnittes abhiingigen Grissen z und E. z ist der Abstand n i
Fig. 8, Tafel I., eines Punk

* der oberen Iaser, abh von der
Schwerpunktfaser. z wird mithin bestimmt, indem man nach den
gewohnlichen Regeln den Schwerpunkt einer ebenen TFigur

it worden, indem

sucht. Die Grosse E ist in die Rechnung eingefii

wir gesetzt haben B z = / & df d. h.indem wir das Triigheits-

moment des ht:thriLwrﬁc-?nn{iei m Hl_'zu:_.r‘ auf eine durch den Schwer-
punkt des Querschnittes gehende horizontale Queraxe gleichgesetat

haben dem Produkt £ z. Nuon 18t E == , es wird demnach
der einem bestimmten Querschnitt -‘l]l;-gn'(’v!u".ur.ic: Werth von E ge-
funden, wenn man das Triigheitsmoment des Querschnittes l:’ df
sucht und dasselbe durch z dividirt.

Die Werthe von E und z fiir verschiedene Querschnittsformen
findet man auf Tafel V. der Resultate fiir den Maschinenban zu-
sammengestellt. Zur Erliuterung wollen wir selche Berechnungen
in einigen speziellen Fillen vornehmen. Bezeichnen wir das Trigheits-
moment eines Querschnittes mit ,, so ist:

F———)—[l)

fiir einen rechtwinkligen Quers ig. 9, Tafel 1., dessen Breite

b und Hbhe h ist, hat man

: | h
I, —_.fk. A& #2 = ¥73 b h*und 5 = ;z
! .I.I
demnach :
7] L A
Bt Wk o e R e S D et )
/] 11}

Fiir einen kreisformigen Querschnitt, Fig. 10, Tafel 1., dessen
Durchmesser 4 ist, hat man:

d ’
A — /2
i J

BADISCHE
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demnach :
R Gt g | S e St SR
=l z 32 i

Fiir einen Ring, Fig. 11, Tafel I1., dessen Durchmesser ¢ und

sind, ist:

Ii x - 4
i — - 1t — d*
de=terwi e il
demnach : f
- /] x i — d] *
B=0 o0 a8

In einem Querschnitt von der Form Fig. 12, Tafel II.,

1 1 sy s | 3
i —. T h I :Wh h*—23 ,-<,E.»..T[h—}l,j h,
demnach :

I':_‘.'_:L_ bh*—(b—b)h,? wh i 5
L]

Relative oder Brudfeftigheit.

Die grisste Spannung tritt bei a, Fig. 8, Tafel L., ein, die grisste
Pressung bei 4. Bezeichnen wir diesé Maximals spannungen und Pres-

sungen (auf die Einheit des (;Juerschnittes be zogen) mit & und P, und
setzen i

a=2g, id=21g, B0 18f:

B _ =

Rl S R ]

Nehmen wir an, dass die fiir die Bie gung eines Stabes aufgefun-
denen Resultate nicht nur fiir schwache, sondern dass

sie auch fiir

beliebig starke und selbst bis zu derjenigen Biegung gelten, bei
welcher entweder ein Reissen der Fasern bei a, oder ein Zerquetschen
der Fasern bei 4 eintritt; dann bietet sich die F rage dar, ob das
Reissen bei o, oder das Zerquetschen bei 4 I|trr eintritt. Nennen
wir % die absolute Festigkeit des Materials, ® seine riickwirkende
H "
l-t:h!];_"‘[;('lT. nnd \'p:-:ﬂ-] sichen den Quotienten _;J‘f mit P = i 80 1sf
% Ym Ey
leicht zu erkennen, dass bei zunchmender Biegung die Spannung
&n die Grenze 9 cher erreicht, als die Pressung B die Grenze ¢,

§

N oS lass dagegen die Quetschung zuerst einin ]
Venn Po — W 4ass dagegen die Luetsc ung zuerst emtritt, wenn
G . A

f. < 3’ dass endlich das Reissen bei a und das Quetschen bei g

=
BADISCHE
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gleichzeitig eintritt, wenn = W Es ist aber == = > und
- ? B { P Zy
demnach erhalten wir folgende Regel :
: : s 9
a) Broch durch Riss, wenn » . . . & + » —>—=
%y i
T . % |
b) Bruch durch Quetschung, wenn . . . . —< &
]
: o : : %
¢) Bruch durch Riss und Quetschung . . . ziu =3
: :
4
- - - o . . 0. 5
Nun ist fiir Schmiedeeisen . . . =
. e, .8
X M 56D
g
|
w Holzaxtem . . . & —==2
! h
bei bei bei

Der Bruch erfolgt demnach Schmiedeeisen Gusseisen Holz

&

g : b P

! - 88 Del g, wenn — > — — 2
1) durch Riss bei g, I e y 55

b) Quetschung bei 3, wenn —— < 25 : 2
} 1} Juets = s TR 55

¢) beides zugleich, wenn — = < e.x 2
Sy MOIEE SUE0ICH % 3 5%

Ist die Querschnittsform des Koérpers, dessen Festigkeit bestimmt
werden soll, gegeben, so lisst sich das Tragungsvermégen, d. h.
die I_’p{;]asilmg‘ bei welcher der Bruch i‘1'fra]g1__. auf f(}tg(:]l[l(’ Art be-
gtimmen: Man bestimme zuerst den Schwerpunkt des Querschnittes,
s0 ergeben sich zuniichst die Werthe von z und z, und ergibt sich

das Verhiiltniss % Ist dies geschehen, so ersieht man aus der vor-
1

hergehenden Tabelle, ob der Bruch durch Riss, oder durch Quet-

schung, oder durch beides zugleich erfolgt.

Ist z. B. der Stab von (Gusseizen und ,L_- 1, so erfolgt der

I -
55

Erfolgt der Bruch durch Riss, so ist das Tragungsvermigen :

. . . - - ¥4
Bruch durch Riss, denn es ist in diesem Fall = 1=
o |

AE
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Erfolgt der Bruch durch Quetschung, so ist das Tragungsvermagen :
& ey

Allein es ist nicht zu iibersehen, dass diese wie alle frither auf-
gefundenen Formeln nur dann richtig wiren, wenn der Modulus
der Elastizitiit einen unveriinderlichen Werth hiitte, was bei starken
Biegungen nicht der Fall ist. Wegen dieser Ungenaunigkeit der
Gleichungen (2) und (3)

) ist es zweckmissiger, durch Biegungs- .
versuche die Werthe von 9 und s direkt anfzusuchen.

Die Tabelle Seite 36 der Resultate fiir den Maschinenbau enthiilt in
der mit 9 iiberschriebenen Columne die Bruchcoeffizienten, wie sie durch
Versuche gefunden wurden. Diese Coeffizienten gelten jedoch nur fiir

(Juerschnitte, bei welchen gleich der Einheit ist, oder nicht weit

7
davon abweicht. Fiir solche Querschnitte kann man also schreiben :

BE
= e TR e )

Giinftige Ouerfdynitisformen.

Durch die vorausgegangenen Exklirungen lernen wir kennen,
unter welchen Umstiinden das Tragungsvermégen eines Balkens
oder Stabes gross oder klein aunsfillt. Zuniichst ist klar, dass solche
Querschnitte giinstig sind, bei welchen der Bruch durch Riss und
Quetschung gleichzeitig erfolgt, Fiir diese Querschnitte ist aber

R S RIS

: 9
Fiir Schmiedeeizsen ist 5 nahe gleich der Einheit, sind also die-
Jjenigen Querschnittsformen giinstig, welche durch zwei auf einander
1 i 1 . - - *
.‘:'~L'H]i'|'|'l h‘u_‘t]ll!'rfl r]"]l :“H'[.‘\H']‘illrﬁ[\[ j_?ft'r!t-]u!:- I,”m-n Im vier ['<;||-__'{r|[g-|1t,{l
Iheile getheilt werden. Das Rechteck und die Kreisform sind also

fiir Schmiedeeisen angemessen . weil sich die Formen in diesem
. 5 . |
Materiale leicht herstellen lassen. Fiir Holz ist ';}[,' = 2, solltealso
- 2E, sein. Allein die Zusammengesetzten I'HE,‘/_\'L-]'i_pE[][][n]p_‘[-[] ab-
gerechnet, werden jederzeit runde Stimme oder viereckige Balken
. = g
angewendet, ist ;1].40--;- = 1 und erfolgt der Bruch durch Quetschung.
A
- 2 e
BLB BADISCHE =
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Fir Gusseisen ist - = 557 sollte man also Formen wihlen,
s ] A% = omoT 35 ‘ .
fiir welche — = — ist. Die T-Form, Fig. 13, Tafel I1., ist dazu

besonders geeignet. Nimmt man bei Gusseisen Querschnitte an, die
sich durch zwei auf einander senkrechte Linien in wvier congruente
Theile theilen lassen, so erfolgt der Bruch durch Riss.

Was den Einfluss der Grisse und der Form des Querschnittes

e . " . . = e
betrifft, so wird dieser insbesondere auch durch den W erthE = e

bestimmt.

Da im Trigheitsmoment , die mit der biegenden Kraft paral-
lelen Dimensionen im quadratischen, die Breitendimensionen da-
gegen im einfachen Maase auftreten, so ist daraus zu ersehen, dass
diejenigen Querschnitte giinstig sind, bei welchen das Material in
len Faser und inshesondere an

grosser ntfernung von der meutr
der Stelle concentrirt ist, wo der Bruch durch Riss oder durch
(Qilt-!yuhln]g eintritt. Das hnt']l;{'e-:kli}”[t' !{l_‘.('.}l{f_‘i'k: die I](H_‘]lgt‘.%itl_'n'[e
Ellipse, der hohe kreisférmige oder elliptische Cylinder, ferner die
an der Axenfaser durchbrochenen Formen, und bei Gusseisen die
T-Form, sind daher giinstige Querschnitte.

Will man dagegen einen Korper biegsam machen, wie z. B.
Federn, so muss man dem Querschnitt eine geringe Héhe und grosse
Breite geben. Das liegende Rechteck ist in diesem Falle angemessen.

Die Gleichung (4) zeigt, dass das Tragungsvermigen der Balken-
linge verkehrt proportional ist.

Die Anflrengung.

1

Daz Verhiiltniss zwischen der Last, die ein Balken wirklich zu
tragen hat, und der Last, welche seinen Bruch veranlasst, wollen

wir das Maas seincr Anstrengung nennen. Einzelne spezielle Fille
abgerechnet, diirfen die Theile irgend einer Konstruktion und diirfen
insbesondere die Maschinentheile nie stark angestrengt werden, denn
die Konstruktionen sollen nicht nur nicht brechen, sondern sie gollen
selbst merkliche Formiinderungen nicht erleiden. Man sieht hieraus,

]|

nicht einmal his an ihre

dass die Konstruktionen in der Reg

Elastizititsgrenze angestrengt werden diirfen. Bei Magchinen betriigt
' b { s { o |
die Anstrengung: bei Seilen — stten ——; Hebel — bis —:

8 gung : bei Seilen = Ketten e [ehel T bis =’
r 1 . 1 1 .
ellen — bis —: Riidern —— bis —
Wellen 76 bis o5 Riidern 35 bi 20"

Wenn man will, kann man die Anstrengung auch heurtheilen
nach dem Verhiiltniss zwischen der Belastung, die der Konstruktion

P) saoicrs
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wirklich aufgebiirdet wird und derjenigen Belastung, welche der
Elastizitiitsgrenze entspricht., Fiir die Praxis ist es jedoch ganz
gleichgiltig, ob man die Anstrengung nach der einen oder nach der
andern Weise beurtheilt, denn es ist ganz gleichgiltiz, ob man die

Regel aufstellt: ein Kiérper darf bis :mr'—:— seines "Tragungsvermi- !
gens angestrengt werden, oder die Regel: ein Korper diirfe bis zu

seiner Elastizitiitsgrenze angestrengt werden; wenn nur jedes |
n.m[ der angemessene {Jthrt]t-!li t'l"illlllI'II!II'_"F?r_['I'IIIiI-.Hré n ].'m-]unmg ge-
bracht wird. Wir werden in der Folge die Anstrengung jederzeit
nach dem zuerst aufgestellten Begriffe bemessen.

Seredynung ver Querfdhnittsdimenfionen.

Kennt man den Bruchcoeffizienten 8 (Tafel Seite 36 der Re-
sultate fiir den Maschinenbau) und ist die Anstrengung bekannt, |
so wird hierdurch die Spannung bestimmt, welche bei a, Fig. 8, Tafel L.,
eintreten darf, und wenn man fiir einen zu construirenden Bestandtheil
Querschnitte wiihlt, die von den besten nicht viel abweichen, so kann
man fiir alle Fille mit einer fiir praktische Zwecke hinreichenden Sicher-
heit die Querschnittsdimensionen eines Stabes vermittelst der Formel

B P U e S Sy

berechnen. (Die Ausdriicke fiir & findet man auf Tafel V. der Re-
sultate). Den }\.usar]umnilmliw und den quadratischen ausgenommen,
haben alle iibrigen mehr als eine Dimension.

iese Fine (Qlei-
chung (1) kiimnen daher nicht alle Dimensionen eines zZusammenge-
setzteren (Juerschnittes bestimmt werden. Diese theilweise Willkiir-

lichkeit der Dimensionen eines zusamme ng zten (Querschnittes kann

man sehr oft benutzen, um verschiedenen praktisch wic htigen Nehen-
bedingungen zu geniigen. Wenn z. B. aus einem runden Stamm ein
viereckiger Balken gefertiget werden soll, so kann man das Verhiiltniss
h . 5 p » .

—~ #wischen Hohe und Breite des Querschnittes so bestimmen, dass
das Tragungsvermigen des Balkens ein Maximum wird , dies ist, wie
10

man sich leicht iiberzeugt, der Fall. wenn II_ = V2 — 1414 —
}

genommen wird. In anderen TFillen ist es wegen der Ausfithrung,
namentlich wi

: der Kosten der Modellanfertig ungen, oder .uuh
wegen des gefiilligen Ansehens, oder wegen Raumersparung etc.

angemessen, nicht nur die Querschnittsform der Art nach, sondern

11;) BADISCHE 2
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auch ganz bestimmte Verhiiltnisse zwischen den einzelnen Dimen-
sionen des Querschnittes anzunelmen und dann kann man den
Ausdruck fiir E jederzeit auf die Form bringen E a® H, wobel
a eine von den Abmessungen des Querschnittes und H eine reine
Funktion von den angenommenen Verhiilinissen zwischen den Quer-
schnittsdimensionen bezeichnet, So z. B. kann der Ausdruck fiir die
[-Form gt-ﬁchridu.'u werden wie 1'u|;,;'::

R LY PR | P

b, h, - .
JE Sy g—’l passende Werthe an, so ist
1 1

in £ nichts mehr unbestimmt als L und dieser Werth ergibt sich

Nimmt man alse fiir -

dann aus (1) und (2). Man findet:

(3)

- (__) 4

Derfdyicdene Biegungsweifen.

Wir werden in Folgendem noch mehrere .I’-ii.‘glltl'_‘.'-*'ilt‘ll';-’.’ﬂbl’l] be-
handeln, wollen aber dabei von der geringen Abweichung der Neu-
tralfaser von der Axenfaser ganz absehen, wollen uns also so be-
nehmen, wie wenn die Schwerpunktsfaser die Neutrallinie oder die
Grenze wiire von den Gebieten, in welchen Spannungen und Pres-
sungen ill‘]'l'.—i\"TlJi'!].

g wollen wir bestimmen :

ktfaser,

Unter dieser Voraussetzwm

1) die Gestalt der Schwerpun
2) die Stellen, wo die Maximalpressungen eintreten,
3) den Betrag dieser Maximalpressungen.

Es ist & £ die Summe der statischen Momente aller in einem
Querschnitte vorkommenden Spannungen und Pressungen, in Bezug
auf eine, durch den Schwerpunkt des Querschnittes gehende, in
der Ebene des Schnittes liegende aber auf die Richtung der bie-
gm]cl(-n Kraft =enkrechte l}','{-!nu];:ﬁ;_l:{t'. Bezeichnet man durch M

die algebraische Summe der statischen Momente aller #dusseren

Kriifte, welche jenen Spannungen und Pressungen das Glewch-
eewicht halten, so ist:

BADISCHE
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Dann ist aber vermioge Gleichung (6), Seite 17, wenn man 8
vernachliissiget :
ol (2)
Durch Elimination von & vermittelst (1) findet man:
1 M
I e Ez
oder auch weil fiir schwache Biegungen, und wenn a2 x = o ge-
- 1 , Ay .
setzt wird — = - 7 1st
1] adx
ary M
= = T a ¥ T 4)
d x2 el z ) |
|
Kennt man M als Funktion von x, so gibt diese Gleichung durch |
Integration die Gestalt der Schwerpunktsfaser. Aus (1) folg
= M =
'5':]‘-"..._....‘...-l__JJ |
Bestimmt man diejenigen Werthe von x, fiir welche M ein
Maximum wird, so hat man die Stelle ]J;‘.--1'-I|,'|]||_|__ wo das Maximum
der Spannung eintritt. Wird dieser Werth von x in (D) eingefithrt,
go erhiilt man den Werth der ."-[Hxi-II;:EAEI:IHIH_m_L-'. d. h. den Werth
Voo &
Wir wollen diese allgemeine Regel auf mehrere Beispiele an-
wenden,
Erfter £all. Ein Stab ist an dem einen seiner Enden eingespannt,
am andern Ende belastet. Das Gewicht desselben sei p und soll be-
riicksichtiget werden, Fig, 1, Tafel TII.
Wiihlt man das freie Ende o zum Anfangspunkt eines Coordinaten-
systems und getzt on —x, mn — v, so ist anniihernd p --:;- das
Crewicht des Stabstiickes m o und es ist ferner P S anniihernd |
das Moment dieses Gewichtes in Bezug anf die durch m gehende
Axe. Die Momentensumme der Kriifte, die den Stab bei m zu brechen
dreben  3at C » px* ; 17,27 1
streben, ist demmach M = P x b Die Gleichung der Schwer-
punktsfaser ist demnach vermoge (4):
ol Erla
AN el e Ty
] - + Pimag,
BLB BADISCHE R
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Das Zeichen — ist genommen, weil die Kurve ihre concave Seite
der Abscissenlinie zuwendet. Das erste Integrale dieser Gleichung ist:

[] -
i e Bzl 2 G

r 1 1 1 )
I —= ( P x4 — il xi) <4~ Const
x : 1

s — = - 1y
Fiir x = o n, = 1 (annihernd) ist :l =0 (genau)

demnach :

bk lppa L2 shye
O=-a (—3 P1* 4 ra 1*] 4 Const
Die Differenz dieser Ausdriicke gibt:
oy 1 o 2 Sl
T [T Al gk a x)

d'x

Das Integrale dieser Gleichung ist:

y — E LJSLL -._...:]...3--1_Lll
{-1',’)-‘—?51“2 Bty "")‘ ~pie il il [ L)

Eine Constante ist nicht hinzuzufiigen, weil filr x = o auch

y = o wird. Dies ist die Gleichung der Axenfaser. Fiir x =1
wird y = m, n, — £ und man findet:

: LE ran o O IR

1:r l_f Tl - _;j_ P Feil e BT R S P )

Das Biegungsmoment M wird ein Maximum fiir x = 1 und ist:

Muw =Fl14+ —.

Die Maximalspannung an der Befestigungsstelle 1st demmach
vermoge (9):
P14 L1
Cm = —— — b i Ry AR R i )

E
Bweiter Fall. Der Stab liegt mit beiden Enden auf Unterstiitzun-
gen, ist in der Mitte belastet und hat ein Gewicht p. Fig. 2, Tafel ITI.
Es sei 21 die Entfernung der Stiitzpunkte, 2 p die Belastung in

der Mitte, so ist P -+ —,—E-— p der Druck, welchen jeder Stiitzpunkt
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auszuhalten hat. Nimmt man B als Anfangspunkt der Coordinaten
und setzt fiir irgend einen Punkt m der Axenfaser B n = x,
mn — v. 50 ist das Kraftmoment, welches in dem Querschnitte
bei m die Spannungen und Pressungen hervorruft:

» !.\-_,___-'
N ) |

= L E e E =z
|]:lt.'!‘:1il:i i'ﬂ]:.__;‘t‘ :|l|]'(']| l]:le-;:"j';lliun;

d y |
ix sEz

1 1 3
3 (1’ - 5 |.) x1 lLJ| x* 4 i.'uu:it}
\

d ¥

— o, demnach :
d x

Fiir x =— 1 wird

Die Differenz dieser Ausdriicke gibt:

= [ ) (- )= B (- )]

= I = 10
i ] l-;_}l 3 L& [T "’ Ll R R (1
|
|
BADISCHE i:i
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Das Moment M wird innerhalb x — o und x =1 erst bei
x — 1 ein Maximum und betriigt dort:

f P
Mumax l\l’ T --—) 1
4

Fiir die bei D eintretende grosste Spannung ist demnach:

& E SR
& B (1 , 4):

Dritter $all. Ein Stab liegt mit seinen Enden auf Stiitzen, ist
in Entfernungen ¢ von denselben mit p und P belastet; sein Eigen-
gn;wil.-hl betrigt p. Fig. 3, Tafel 1L

Setzt man fiir einen zwischen E und D gelegenen Punkt m Bn—=x,

mn — y. Fiir einen zwischen Eund B gelegenen Punkt m, dagegen
Bn =x, mn =y, o sinddie Momente » und M, welche den

Querschnitten bei m und m, entsprechen

1 1
M .-(l'+7p)x — B —o) o X=X

Ly
M, I\P it p) X} — o7&

oder :

[ 1 ]
M, ([' + 3 l.) e %1 %,

Die Gleichungen der Stabstiicke B E nnd E F sind demnach, ver-

mbge (4):

'y i /]
2t d _\. 1. Pod — px — iR e
d x* : Bz B 41
1® y \ )
S 1‘ (I’ ok plx — P 3
dx,? e Ez 2 !
A p
Die erste dieser Gleichungen gilt von x = ¢ bis x =1, die zweite
VO x, o bis ¢ A =t T
o

Redienbacher, Maschiaenbau
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Im Punkt E, d. h. fiir x X, ¢, miissen beide Gleichungen

einerlei Ordinate und einerlei Tangente geben, d. h. es muss fiir
1 ¥ d vy, X

. x e v y, und muss DA 2L werden.
: 2o = d x d x;

Die ersten Integrale dieser zwei Gleichungen sind :

d v i B
: Pe x -— x* — x? - C
d x el ;I P 121
d v 1 1 Ax.
i : P P L R L x, * o
dx, eE z 2 2 121

wobei ¢ und ¢, die Constanten der Tntegrale bedeuten. Wegen

d v dv, -
d x dx, WOr x =—x, — ¢ Ist:
R e
Hierans folgt : !
S 0 ) eBx. . .. ik B

Fine wiederholte Integration gibt nun weiter :

1 |-.“- 1 3 P A . !
s O pXTiierx Hex-=B. . .lan

eEz 2 Tzt 481
1 1 x, ! )

2 S N : . .

e e E .cl (] 2 i') ] 481 x,4 I =0 x + B, . . (13)
wobei abermals B und B, die Constanten der Integration bezeichnen.

VLT 3 - . j . .

Da fur x, o, auch y, o 18t, so ist B, — o, nun ist aber fiir
x=2x, —e¢ y=— y, daher: |

1 Pet 1 pt
2 I_ T pe’ . A, I + Cec 4+ B |

2 E; 2 12 {8 1 I
1 i ot T (19
t E 2z [ (i g p} 5 -f:le'i] "'l + C e I
Endlich ist fir x —1 Y — o gennach-
i x i 2
BLB BADISCHE i:i
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P e Y '
EE 'ﬁlICI 'I'"II"]’] _I-_"__Lll_l—t L) T i (15]

Aus den Ausdriicken (11), (14), (15) folgen, mit Beriicksichtigung,
dass B, — o ist, die Werthe von ¢ ¢, 8. Die Gleichung (14) redu-

zirt, gibt:

| : ;i
5 ].’::"[ (C—Cy) e Hl e E =0

Fiir ¢, — ¢ den Werth gesetzt, der aus (11) folgt, erhilt man:

J > 1 P c? :
B SRy T e L R R SRR g T
Nun folgt aus (15):
Pel 4+ — pI?
ey e 17
E sz (17)

und vermittelst dieses Werthes folgt aus (11):

1 P c¢?
RS e A0,
veet 2 2

P T 1 o Lt T M A 5L
C, 5o (18)

Fithrt man diese drei Werthe (16), (17), (18) in (12) und (13)
ein, so erhilt man :

o - I -I 3 AT L 2 __..I )\I 4
¥ eEz[ -.i-Il, ;-(Icl I---E_I—pi J:\
(19)
| | 4 p
— I Pt e pata ik
2 x TR l

Ix;|»—-

1 1 Pl z
¥i " E—ZI(P‘-']-“."__;]’II : : —)x,— (I' -

Was das Tragungsvermégen eines in der Art belasteten Balkens

%, i o ke
P Tt |0

betrifft, so ergibt sich dieses aus dem Maximalwerth der Momente
Mund M, ; der Werth von M, wird am gréssten fiir x, = ¢, der
Werth von u ist fiilr x = ¢ gleich dem Werth von M, filr x, = ¢
Allein der Werth von M ist fiir x — ¢ der kleinste und wird am

I ey d M 1 px p X
grissten fiir x — 1, denn St 5 ) (1 1)
&
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wird eleich Null fiir x 1. die Maximalspannung tritt also bei D
eimn and ist:
Pad ——p)
Es ist demnach :
S T i:J'c. - --1;.-]1]) - e

Victter £l Der Stab liegt anf zwei Unterstiitzungen und ist in
einem Punkt, der von diesen Unterstiitzungen um ¢ und ¢, entfernt
ist, mit 2 P belastet. Das Gewicht des Stabes 1st p. Fig. 4, Tafel 111.

Setzt man B x, m 1 ¥s A my Xy 1, 0, ¥i das
Moment fitr den Punkt m gleich M, jenes fiir den Punkt m, gleich
M, , so hat man:

1 i e,
Belastung ‘des Punktes B - . . 0 . o v =P P o
1 L p &

T ) A 3 p + I =

und man findet nun :

l 3 -
M (3— P+ |'-{-[) X - -_:,]-‘T\; --z— l

M= (5 p Pl 3 — ST

(29

Die Gleichungen der Kurvenstiicke g p und A p sind demnach :

f 1 ¢ ) p ds v
=L ORI R, » ek LAy T S R B
(2]' I)\ 41" kel e

121
5 d ¥, f q Pl s %, 2 P ; (23)
= 1R = - == P =—F A s LD
dx, (2 Bt I)z eix ThH
wobel ¢ nnil {, die Constanten der |l'||l'!"";||;<r!| ]il".-’l"Ii']IIl!'lll

BadenWiirttemberg
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Zieht man zum Punkt D eine Berithrungglinic und nennt « und

den Winkel, selcher diesclbe mit den positiven Richtungen von

oy

x und x, bildet, so 18t &« - x, demnach tang &« 4 tang &, — o
- : e iy a
Allein es ist tang « der Werth von == fiir x ¢ und tang &
r dy, g g R
der Werth von ==t fiirx — e, demmnach wegen der Gleichung (23) :
d x, £ i
{1 o Yoe* Elli
tibeall ol )y - e N (e _
\Lz"— s ]
o = i e 20
LT pe
IL—'I‘ Erly wn h o |
Integrirt man die Gleichungen (23), so folgt ferner:
4 {1 . y G Y x? p X |
tEzy = ('T P 1 —]—) By x* 4 Cx+4+D .l
(25)
[ 1 ¢ \x,? 0 .
Ee T ) SRC Sl L i U N R
il {\'z e T LA
Beide Integrations - Constanten sind jedoch Null, weil fiir x=o
und x, = o auch y und y, verschieden. Dann ist aber fiir x = ¢ und
= e e Demmnach :

i | o\ of P | cle? P e
A o po\e P o= [P — gt O . (28
i J)ti 1 ('e‘ I}L; Foi 0 P

Aus den Gleichungen (24) und (26) fndet man fir ¢ und ¢, nach-

stehende Werthe:

1 Pe,\ ¢? /e l Po :;,_* o ,_p_e"
(E P+ 'T)""é’(ﬁ P") '(ET’ i85 )':a 161 ' 121

c -+ G
; W27
1 caetadren o A S poiNio oo oo g
"'(;P+T)z(";r+9i—[-i p+1)5 Tiei T T | 4 +¢.|
s A= ST R T T WG

Diese Werthe sind nun in die Gleichung der Kurve zu setzen,

nidmlich in

i I B; x? P e
— - . P f e _-l = 1y L_
NS el-'.::.l(z P Ew )ij g1 = 7 3

1 1 .”"""r':__f’,_.-- S
N == zlLT e i oy T""-I

|
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Die Momente M und M, wachsen von B und A an bis D hin
und erreichen demmnach ihr Maximum m p; dieses ist fiir beide:

{5, A SO T .p8S ypee, O 1n 4 P
5o i g'['l'll ll L ey ll g 1|

Es wird demnach:

e Gy { » P
€Em E = i | E _|' l N Feld il . = (29)
. ” |
und bei D ist der gefihrliche Querschmitt. |

Fiinfter £all. Fig. 5, Tafel TI1. Der Stab ist bei A befestiget, ber ¢
unterstiitzt, bei B belastet.

Es sei:
] der Horizontalabstand der Punkte A und c. |
o der Horizontalabstand der Punkte g und c.
x=0Un] 1i¢ Coordinaten eines Punktes zwischen B und .
j-' — Inn
X = i:1]1- Coordinaten eines Punktes zwischen A und B.
yi=m,m, ) :
p die Belastung bei B.
x der unbekannte Druck gegen die Stiitze C.
« der Winkel, den die zum Punkt B gezogene E'-m'iihl'tllq_:_’:‘-liuil:

mit der Axe ¢ A hldet.
Y = B D die Ordinate des Punktes B.

Setzt man noch zur Abkiirzuug :

X
=
TEE - l

P T T e e e
e Bz n

und vernachlissiget das Gewicht des Stabes, so gind die Gleichun-

gen der Kurvenstiicke B ¢ und B A :

d?y R Lo d*y, e
PP L = B—m)x, —ne. . . . (8I)
Die Integrale dieser Gleichungen sind :
dy m x? a
55 =T =i B el e S e S L (5T
BLB BADISCHE E:r:—‘
LANDESBIBLIOTHEK
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¥ —- B + A x + B R T 1 e R A { e}
]

dy, v ’
C — N0 X = . . . . . | |
S (n m) ¥ n e x, Al T (34)

2y 2

x X .

po=m-mE _aeXiuaip .. @)

wobei A B A, B, die Constanten der Integrationen bedeuten

filr x — o soll_ werden o, daher hat man wegen (33) . B = o
n X C » n ¥ Y, » iy » (33)
4 o!
Y= —m"+44Ac
L
1 g
e e LR . ll-'v-- tang &, daher hat man wegen (32)
a x ’ |
m c3
tang o« - — 4+ A
g P ]
s =1 g - i o, daher hat man wegen (35)
13 P
0 (n — m) R A, 14 B,
X, =—0¢ p 5 v, = Y, daher hat man wegen (30)
L n o®
Y¥=in—m s e 4+ A, ¢ 4+ B
d ¥ laher hat man wegen (34
e Xl " 55~ = fang a, daher hat man wegen {: )
1
. 0P 7
tang ¢ — (n — m) T—nc - Ay
1 e
g ;=1 , " -‘1- Fir — 5, daher hat man wegen (34)
d x, =
11 .
0= [n—ij—ncl—r!\,

Aus diesen Bedingungsgleichungen findet man :

1
8 fa 15 fei\s it
m="n | e 5 ( ] ') g L'l‘) \ o R G A8 '.
33l 3 e
1;_ (m - n) — 1—1 (mA-Bm)s wisne v oo (BT
tang @ = -:I-;- U — ) I m(l-+ ¢) —n U — ) | T 14

BADISCHE
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A — m 1? — - n |l c)? (3m)
B R e b e et e A
12 40
A, n ¢ — (n — m) = . LR SUFIE S A L R
[c: ;- ncl? -+ (m m) 1* v . . .« » ‘4'-}'

Der Ausdruck (36) bestimmt wegen (30) den Druck x, welchen

die Unterstittzong ¢ erleidet. Substitnirt man den Werth von m,

welchen (36) darbietet, in die folgenden Ausdriicke, so erhiilt man
alle iibrigen Grossen Y tang « A B A, B, ausgedriickt durch die ge-
gebenen Grissen der Aufgabe, und die Gleichungen (33) und (35)
geben dann die Formen der Kurvenstiicke B ¢ und B A.

Nun ist noch die Frage zu beantworten, an welcher Stelle des
Stabes das Maximum der Spannungsintensitiit emtritt, Dieses Maxi-
mum tritt an derjonigen Stelle ein, fiir welche der Kriimmungs-
halbmesser den kleinsten Werth hat, fiir welchen demnach

m x oder (m — n) x, 4n e

am grossten wird.
Es sel m > n, was wegen (36) der Fall ist, wenn

1 e\* 3 /o
2 ( 1] = 2 ("i'

{'i”) o B RN e e . (43)

oder wenn

Dann wird (m — n) x, + ne am grossten filr den grissten Werth
von x,, daher fir x, — 1 und dieser grisste Werth ist dann:

{m n)1l-t+ne

it Der grosste Werth von m x ist '-'J-'l,'.'.fl';_"l'll m ¢. 11ne Differenz dieser
beiden Maxima 1st :

m [(m —n) 1+ n e] - (m — n) (1 — ¢)

ist also, weil m > n und 1> ¢ ist negativ. Die Maximalspannung
tnitt demnach, wenn 1 ~nist, in A ein.

11;) BADISCHE 2
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nl - L& - - . M

Es ser dagegen m < n oder o= v/ 3 dann wird (m—n)x, +ne
am grossten fiir den kleinsten Werth von x,, also filr x, = ¢ und
dieses Maximum wird (m — n) e - n e m ¢, das Maximum wvon
m x ist aber ebenfalls gleich m c. Die Maximalspannung tritt also,

[ - . -
wenn m < n oder e 1/ 3 ist, im Punkt B ein.

Biegung durdy Bufammendritdiung.

Aufftellung ver Bevingungsgleidyungen ves Gleidygewicytes. Wenn ein
langer stabférmiger Kérper Fig. 6, Tafel IIL. auf eine Unterlage
A, aufrecht gestellt und dann einem Vertikaldruck p ausgesetzt wird,
tritt zunichst eine Zusammendriickung des Stabes ein, kann aber
auch gleichzeitig eine bleibende Biegung entstehen. Diesen Gleich-
gewichtszustand wollen wir untersuchen, wobei wir abermals die
Voraussetzungen machen, welche Seite 13 fiir die gewthnliche Bie-
gung ausgesprochen wurden.

Es sei A A A, Fig. 6 und 7, Tafel III. die Schwerpunkts-
faser des im Allgemeinen zusammengedriickten und gebogenen
Stabes CB €, B..

Zieht man durch irgend einen Punkt m der Schwerpunktsfaser
eine Normallinie m,mq, so wird in derselben irgend ein Punkt m,
zu finden sein, in welchem weder Ausdehnung noch Zusammen-

dritckung stattfindet. Da dies von jedem Normalquerschnitt gesagt
werden kann, so wird es iiberhaupt eine stetige Linie D D, D, geben,
in welcher weder Ausdehnung noch Zusammenpressung stattfindet,
und diese Linie ist die neutrale Linie. Dieselbe muss aber nicht in
den Raum fallen, den der Stab einnimmt, sie kann auch ausserhalb
dieses Raumes fallen, und dann ist die Neufrallinie nur ein geo-
metrisches Grebilde, welchem keine Realitit entspricht. In der Figur
liegt die Neutrallinie theils innerhalb, theils ausserhalb des Stabes.
An der linken Seite der Linie herrscht Ausdehnung, an der rechten

Zusammenpressung.

Wir nehmen A A, als Abscissenaxe und nennen
‘\ n—3XxX . " . 1 o
R : die Coordinaten eines Punktes m der Schwerpunktfaser.

mm, —  die Entfernung der Neutralfaser von der Schwerpunktsfaser.
Diese Entfernung gemessen in der Richtung der Normale.
m m, — ¢ die Entfernung irgend einer z||.ﬂ.nn:1!11"1|;;::fl|‘i':&'kt:‘.r1 Faser
von der Hi']l‘\\‘:‘]‘IrHll-kl':ki'lll.-'-{"l‘_. chenfalls gemessen wie v.
mm; — z| die Entfernungen der Schwerpunktsfaser von den Kan-
mq=z ) tenfasern.
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g die Intensitit der Pressung im Punkte m der Schwerpunkts-

faser.
nm q—p Winkel, den die Normale m q mit der Ordinatenrichtung
dy
bildet. Es ist vollkommen genan tang g ix°

2 den Querschnitt des Stabes.
P die Intensitit der |"|‘i‘.~'.~.|_ujll_1; bei my.
Dies vorausgesetzt, findet man ganz auf dhnliche Weise, wi

in dem Fundamentalproblem der gewohnlichen Biegung :

|
mn t
p B o— ? Ee il S e VL TR e i
& L
v="2 — @)
L 4 |
[.]. df = $ n Summe der Pressungen.
/31_'-{[ f SLILPS Summe der Momente.
. P) .
|
I Zerlegt man P in zwei Kriifte, P cos o und P sin @, 50 18t es

die erstere derselben, welche die Zusammendriickung der Fasern
im Querschnitt m, ¢ hervorbringt, und man erhilt demnach :

P REEP AT, b S A e
Pyl T o auailio o) kgl
[

Es ist aber auch annihernd :
dx? s
p = — :l'_f; o o T Tall e el
Diese Gleichungen enthalten die Losung der Aufgabe,

Eliminirt man aus (1) und (2) % und = vermittelst (3) und (4)
g0 findet man :

p ¢ (6)
E z tos ¢
% 8y 0
Aus (4) und (5) folgt aber :
BADISCHE &
BLB
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d'y P
CE e e T T DRI R L
Setzt man zur Abkiirzung :
P
a-z],k]"""""'wj

go ist das Imtegrale von (8):
¥ Meinkzx4+ RNeoskx, « + « o« « « - - (1D

wobei ¢ und N die Constanten der Integration bedeuten. Da fiir
x — o auch y o ist, s0 muss i — o sein, Daher hat man:

}':!'Bf.ﬂih]cx .(li)

und es bedeutet M die grosste Aushiegung bei A, Fig. 6, Tafel I11.
Setzt man A A, — ¢, so ist fiir x— ¢, y— o demnach:

sinkc 0,

Der kleinste von o verschiedene Winkel, fiir welchen das Sinus
gleich Null wird, ist », wir erhalten daher:

ke—x, k i T R S A

Setzt man in (6) ¢ = o, so gibt dieser Ausdruck die im Punkte
m der Schwerpunktfaser herrschende Spannungsintensitit, und diese
i EC;';_@

Betrachtet man , als eine unendlich kleine Grésse, von welcher
get werden diirfen,

die zweiten und hoheren Potenzen vernachlissig
g0 kann man cos o — 1 setzen und dann wird die Pressungsinten-

Y A . : . P o Sl
sitit in der Axenfaser constant gleich - Nennt man 1 die Linge

des Stabes im natiirlichen Zustand, so ist:

l(l—!—gi] o O SRR

die Linge der gebogenen und zusammengedriickten Axenfaser.
Diese Liinge ist aber auch:
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fh\ 4
Man hat daher die Gleichung :

Pl W '

1] 1 i } .’.:/nl .\\r { AR k2 cos’ k x

Allein wenn g unendlich klein ist, ist es auch ;. M
her schreiber :

Vit %0k cos? k x — 1  — MK cosk
i .
demnach :
Y
4 . -

2
L 1
=—t4 — WMW* k* feos’k x dx
2 2 =
e ke € 1
= — Wk -2 ——|: — k* @} I
- 4 2 4

die Gleichung (14) wird demnach :

ke 1
||, _]LI. + — ke ,
52 ¢ 1

und hierans folgt :

" 2 1 P 3
L1 __'-R-\/—ll—li - _'_‘. — I 1

BADISCHE
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2 » _f'
— f.i . \ | + 9R? k* Cos?

_fljl /1 + WK cos® k x / I T B

oder wenn man fiir ¢ seinen Werth ¢ = = aus (12) e

k x

(14)

an kann da-

X

« « [135)
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Hiermit ist nun die grosste Ausbiegung des Stabes berechnet.
Allein dieser Ausdruck gibt nicht immer reelle Werthe, denn wenn
p klein ist, ist auch vermoge (4) k klein. Im Gleichgewichtszustand

kann also nur dann eine Biegung vorhanden sein, wenn P oder k

\

L§
so gross ist, dass der unter dem Wurzelzeichen stehende Ausdruck

L:c;slli\' ist, d. h. wenn

Nennt man q denjenigen Werth von p, welcher den Ausdruck
unter dem Wurzelzeichen gleich Null macht, so ist g die grosste
Belastung , welche der Stab gerade aufrecht stehend tragen kann,
ohne eine Biegung anzunehmen, Mit Beriicksichtigung von (9) ist
fiir diesen Werth yvon @

_l._\_f"'te i omaGbalios ¢
# Y szkE Pl

oder auch wenn man - : gegen die Einheit vernachliissiget :

J2 &
I8 5 PR
— \/ — 1
x \ ez E
demnach :
Q=ex"Bm . . . .. ... . (16)

Diese Gleichung (16) kann auch direkt aus (12), nimlich aus

n vl T ¢ P

k — - erschlossen werden. Es ist nimlich wegen (9) k* = —
5 i |

demnach :

1
— & &0

P = x* -
L:’

Diese Gleichung bestimmt also die Belastung, fiir welche eine
gewisse Zusammenbiegung eintritt. Setzt man filr ¢ seinen grossten
Werth, so erhiilt man diejenige Belastung , welche die kleinste Zu-
sammenbiegung bewirkt, ¢ wird aber am grissten und wird unend-
Q

lich nahe gleich 1 [ 1 5 l wenn die Biegung verschwindet. Setat
& & !
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man demnach in obige Gleichung fiir ¢ — 1 II Qe , -

\
|

g0 erhilt man:

icet werden kann:

oy o -
oder auch weil o gegen 1 vernachlissig

Allein diese kleinste Belastung @, welche im Stande ist cine Bie-
oung ]|1-,-'l,'v|t-z||];]"|u:[;'|-|i_ ist :_{!r-fl_'il der orissten §i‘i.~|s—c1un;‘l_': die der |
Korper ohne sich zu biegen, also aufrecht stehend, tragen kann. |

Fassen wir mun alle Ergebnisse unserer Untersuchung zusam- |
men, so erhalten wir Folgendes :

1) Der Stab ist im Gleichgewichtszustand nur Zusammenge-
driickt und nicht gebogen, so lange die Belastung p gleich oder
kleiner ist, als:

Q=B =— . .+ i . (17)

2) Die griisste Belastung, welche ein Stab aufrecht stehend zu
tragen verma

1803

=1

I s e e e A

s0 ist
comprimirt, sondern |
g M ist, wegen (15) |

3) Ist die Belastung p grisser als dieser Werth von g,
der Stab im Gleichgewichtszustand nichi nur

anch Ig_{v]ur;_-;vu. Die orisste _\.r:.—-‘hit;:"ii

“-[JI Il']

(19)

4) Im gebogenen Zustand ist die Gleichung der l"‘:l'Fi\\'I‘T‘}Ili!]ktﬂli'—l‘l‘ i
vermige (11) -

I sin k x v a2 . (20)

=
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b) Die Intensitit p der Pressung in irgend einem Punkte des

gebogenen Stabes ist vermige (6) :

Peos p P
- e, et R R R R T

6) Die Entfernung , der Neutralfaser von der Schwerpunktfaser
ist vermoge (7)

E z cos g

oo o T 122)

7) Zur Bestimmung des Winkels , hat man die Gleichung :

d y 3
=3 — i k cos kx
dx

Vermittelst der Gleichung (22) kann die Gestalt der Neutralfaser
bestimmt werden, wenn vorerst die Axenfaser vermittelst (20) er-
mittelt ist,

Biegung cines im uatiiclidjen Buftande krummen Stabes.

Wir wollen uns die Aufgabe vorlegen, den Gleichgewichtszustand
zu bestimmen, der in einem urspriinglich krummen Stab eintritt,
wenn auf denselben Hussere Kriifte einwirken:; beschriinken uns
jedoch aunf den Fall, dass die Axenlinie des Stabes im urspriing-
lichen Zustande eine ebene Kurve ist, und dass die Angriffspunkte
und die Richtungen aller #Husseren Kuiifte in der Ebene der Axen-
kurve liegen. Wir kinmen uns zu diesen Untersuchungen der Fi-
guren T und 8, Tafel 1., bedienen, wenn wir uns so benehmen, wie
wenn die Axenlinie 1, n, m, k, krumm gezeichnet, und e, g £ 1,
die zu den Punkten m, und n, gehorigen Normalen wiiren.

Nennen wir fiir den natiirlichen Zustand des Stabes, Fig. T,
Tafel 1.:
ds, die Liinge des Bogenelements m, n,.
go den Kritmmungshalbmesser des Bogenelements m, n,.

d @, den unendlich kleinen Winkel, unter welchem sich die Normalen

E B

£ b, im Kritmmungsmittelpunkt schneiden.

n, v, = ¢ die Entfernung irgend eines Faserstiickchens u, v, von
der Schwerpunktfaser.
w f, =2, n h =z die Entfernungen der obersten und der un-

tersten Faser von der Hi']|wr-t'pt'luktﬂlst.‘-r',

BADISCHE
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Nennen wir ferner fiir den durch die fusseren Kriifte deformir

ten Stab, Fig. 8, Tafel L. :

» den Kritmmungshalbmesser des Bogenelements m n.

i@ den unendlich kleinen Winkel m 0 n, den die Richtungen der !‘
zi m und n rezorenen Normalen einschliessen.

0 den Querschnitt « I

nwv 5 | o y : .

n f z 5 wie im natiirlichen Zustand des Stabes.

n h 2y I 3 i

g die im Fazerelement mn herrschende Spannungsintensitit,

Fiir den Fall, dass mn nicht ausgedehnt, sondern zusammen-
gedriickt ist, ist § eine Pressung und daher negativ in Rechnung

A ]II'-llll'_'"l'II.

ng p die Entfernung der Neutralfaser von der :“l‘l'il'\'\‘-'I'ljl'lll;:!‘:l-:t't',

s die im Faserclement u v herrschende H]:;ulllJilJi;;‘-ilm'l-wilii].

« v die Coordinaten eines Punktes n der Schwerpunktfager in Bezug
auf ein durch einen beliehigen Punkt x gelegtes rechtwinkeliges
t'.-|-|'|E;|1:|l|-J|.\tI\'n‘|'L'1|1. :

o den Winkel, den die zum Punkt n gezogene Berithrungslinie mit
der x-Axe bildet, Dann ist genau t P II S

o den Modulus der Elastizitiit des Materials, aus welchem der Stab
besteht.

M die Summe der statischen Momente aller fusseren auf das Stab-
stiick nk in dem Sinne emwirkenden Kriifte, dass dieselben
eine Biegung hervorrufen, wodurch eine Zunahme der Kriim-
mung entsteht, oder , kleiner als o, wird. Diese Momente sind
zu nehmen in Bezug auf e¢ine durch u gehende, auf der Ebene
der Axenlinie senkrechte Drehungsaxe.

K die algebraische Summe aller fiusseren anf das Stabstiick n k ein-
wirkenden Krifte, deren Richtungen parallel sind zu der zum I
Punkt » der Axenlinie gehirenden Tangente. Diese Kriifte sind
also die zur Tangente an n parallelen Componenten, welche
durch Zerlegung der wirklich einwirkenden dusseren Kriifte er-
halten werden, und sie sind positiv oder negativ in Rechnung
zu bringen, je nachdem sie eine Ausdehnung oder eine Zusam-
mendriickung der zwischen ¢ g und ¢ 1 enthaltenen Faserstiick-
chen hervorzubringen streben. ,

Dies vorausgesetzt hat man nun:
- i 1]
m; m, dsg go 46, v = (g, + &) d &,
s -4 h g
mmn pd@ = ds, (I - —) nw ¢ +&de
\ e

ih ,‘
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Hieraus folgt: uv v, =g+ ¢)d8 —p + &) 16, =

# ¥

(1 =) edo — {1. i \I go 4.8, tl =IE --‘-“—)dsn[ b ) —

uv=u,v, ist aber die Ausdehnung der Faser, deren natiirliche

oA
oo 48 = (l 4 —'7—)-!5‘.

war, und da die bei v wirkende wpannungsintensitiit 5 ist, so hat

Liinge gleich 4, v, — (o +28) d @ = (1 -

55 ] . i
man auch ov— w, v, = u, v, —, wir erhalten daher:

oder:

[+ D)+ 8)=(+8) (+9)

. gL N Te .
In allen Fillen der Anwendung sind - et sehr kleine
. ] ) 2
Grossen, deren Produkte vernachlissiget werden kinnen. Unter
dieser Voraussetzung folgt aus der letzten Grleichung :

Pl 1 S 7
a::?-‘:---e(—ﬂu‘—;]i, A b Sl £ 1 )

Hierdurch ist nun die Spannungsintensitit in einer Entfernung
¢ oberhalb der Axenfaser berechnet. Setzen wir in diesen Ausdruck
¢ = — v, 80 muss g gleich Null werden, denn die Neutralfaser jst
ja diejenige Faser, in welcher weder Spannungen noch Pressungen
vorkommen, Wir erhalten demnach aus (1):

i B 2= —i-_ T AR R U e (2}
L=

Fiir den Fall, dass s eine Pressung ist, muss dieselbe negativ
in Rechnung gebracht werden, fillt also auch , negativ aus und
liegt dann die Neutralfaser oberhalb der Axenfaser.

Hedtenbacher, Masehineaban. 4
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Theilen wir den Querschnitt ¢ 1, Fig. 8., durch Linien, die zur Ebene
der Figur senkrecht sind, inunendlich viele unendlich schmale Streifen
und nermen 4 £ den Flicheninhalt des bei w befindlichen Streifens,
co ist » ar die Kraft, welche die Fasern dieses Querschnittes 4 ¢

spannt, ferner [r: a1 die Summe aller spannenden Krifte, endlich

/]; ¢ df die Summe der Momente derselben. Setzen wir in diese

Integrale fiir ¢ den Ausdruck (1), so folgt

[! e f‘ Rty [_: : _{J!n_"} "l ar | I:

Sesas f 8 f{ ]_J'] I.:rl‘-' :

wobei die Integrationen auf den ganzen Querschnitt rh auszudehnen
sind. Da sich diese Integrationen auf ; und nicht auf , beziehen
und der Voraussetzung gemiiss n der Schwerpunkt des Querschnit-

tes ist, so hat man f

%

df — o und isk /;-’ df das Trigheitsmoment
des Querschnittes. Bezeichnen wir dasselbe mit u, so werden obige

IIIlE‘Il_";'I".'I]l’ -,

[sat =50 :
l[;{;*.!]'—;{ - -ll]_u

[ [

Der Gleichgewichtszustand erfordert aber 1) dass die Summe K
der iusseren auf Spannung wirkenden Kriiften gleich ist der Summe
aller im (Querschnitt £ 1 vorkommenden inneren Spannungen ; 2) dass
die Summe der Momente M aller diusseren Kriifte gleich ist der

Summe der Momente aller im Querschnitt r 1 vorkommenden Span-
fl]l'l.ll'_fi'll.

Die Bedingungen des Gleichgewichtes sind demmach :
B0 =K

r(-—‘-—v‘— u=M SRR SO

] o

Fithrt man den Werth von 8 und von (—l-—-l—), welche sich
= ;

aus diesen Ausdriicken ergeben in (1) und (2) ein, so erhilt man:

BADISCHE g
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K M
6 = e S i R DA (5)
1o 20 K 1 ey
P e '_Q- ":\1' el T e e e g B e e R B T

Diese Gleichungen (4), (5), (6) enthalten die Lésung unserer
Aufgabe. Die erste der Gleichungen (4) bestimmt die im Allgemei-
nen variable Spannungsintensitit, welche in einem beliebigen Punkt
der Schwerpunktfaser herrscht. Die zweite der Gleichungen bestimmt
die Gestalt der Axenfaser im gebogenen Zustande des Stabes. Die
Gleichung (6) bestimmt die Gestalt der Neutralfaser; endlich die

Gleichung (5) die Spannungsintensitit in irgend einem Punkt im
[nnern des Stabes.

Wir wollen noch die Wirkungsgrisse berechnen, die erforderlich
ist, um irgend eine Biegung des Stabes zu bewirken.

Wenn die Biegung beginnt, ist die Spannungsintensitiit im Faser-
stitckchen u, v, gleich Null; wenn die Biegung geschehen ist, be-

iot diese HEl;u;uu]l_l_l.;.x:'lutq_-][:-'it{'u 4. In ir;_"l'lltl einem ..\HfiL'l:l}l'-I(‘!( with-

rend des Vorganges der Biegung hat die Spannungsintensitiit im

Faserelement T, v, einen gewissen Werth g, und in diesem Moment

ist die Ausdehnung desselben ds, (1 + -L} % Nchreitet die
: ; 2

hsten Zeitelement weiter fort, so nimmt die

zn und wiichst die Ausdehnung um

Biegung im niic

Spannungsintensitit um dg

1
( ¢ o 1 = & . ; s
d -euL] )L !, Die Wirkungsgrosse, welche erforderlich ist, um
o) 2 e
\ X = F Ty day
alle Faserstiickchen des (Juerschnittes a f um 1!.<..( {4 == ) — aus-
00
. 3 \d & . 5
zudehnen, ist daher ¢, df ds, {1 e L )—r—' Integrirt man diesen
Sl ¢

Ausdruck in Bezug auf s, von g, — o bis 5, — 6, 80 erhiilt man die
‘=] L i i '

Wirkungsgrisse, welehe erforderlich ist, um das Faserprisma, dessen

Linge d s, und Querschnitt ar ist, aus dem natiirlichen Zustand in

denjenigen zn versetzen, in welchem eine Spannungsintensitit s emn-

tritt und der Kritmmungshalbmesser von mn gleich , wird. Diese
‘Wirkung ist demnach :

T ¢ L1
da, df Li 4. )..__.z_ g!

[ £

oder wenn man fiir ¢ aus (D) seinen Werth setzt:

Sy AL PR M A
i Li % "eu_)T_z' ('s'e + o )
4,

BADISCHE ‘:
LANDESBIBLIOTHEK Badanrt:cmlw'g



h2

Integrirt man diesen Ausdrnck nach ¢ und dehnt das Integrale
iiber den ganzen Querschnitt ans, so erhilt man die Wirkung, welche

erforderlich ist, um die zwischen den Ebenen ¢, g, f h, , Fig. T, ein I

geschlossene Parthie des Stabes aus dem uwrspriinglichen Zustand
in denjenigen zu versetzen, in welchem der K ritmmungshalbmesser ,

eintritt. Dieses Integrale ist:

o 2
Erlauben wir uns

Einheit zun vernachliissigen, so

begehen wir in allen der Anwendung keinen merklichen
Fehler, _:_I;:-|;n|.:‘|'n aber hierdurch zu einem viel einfacheren End-

resultat. Unter dieser Voraussetzung wird das obige

=S|(&) +e2-

Es ist .'t|u-l"f.ilr' —- [(‘ df = o

erhalten wir:

a8, Ch= f & 2 ] a ' I | M
2 [(5) e+ (2 a]=5% (5 + 2
Z2e \ 2 n 2e 1 i

Integriven wir endlich nach s, innerhalb derjenigen Punkte der
Axenfaser, die das Bogenstiick bestimmen, fiir welches die Wirkungs-
grisse berechnet werden soll, so erhalten wir endlich fiir die totale
Wirkung w, welche erforderlich ist, um ein bestimmtes Bogenstiick

|i|i|‘:_'|']';|!c-.'

Demnach

des urspriinglich krummen Stabes zu biegen, folgenden Ausdruek :

“"—-'__Jl; f[:\:- “) Bl o i SRR ‘
A s

wetzt man fiir M den Werth. der aus der zweiten der Gleichun-
gen (4) folgt, so erhiilt man auch :

=it R 1 \2
W _,/ ‘5-‘_."-"‘”'('0——';) M Id-*.. e e et e Y

1 '[e‘-:- 1"'-'“ £ Ilil".il'ltlﬁ 1l j'ﬂ'lhp]i'lk ‘\\'l."l'il : S - ol | BCT
I|E It €1 G die Anwend H][;_’, 1801
“‘w‘"h'”‘ Vers :““””h'h LI L I!l"ll.

[u diesem Ausdruck sind aber x* und M Funktionen von S [

e
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1) Ein im natiirlichen Zustande gerader Stab, Fig. 1, Tafel IT1.,
sei einerseits eingespannt, andererseits mit p belastet. Es tritt eine
Biegung ein, und man soll die Wirkung berechnen, welche dieser
Biegung entspricht. Nennen wir 0 n = x m n =— y die Coordinaten
eines Punktes m der Axenlinie, 8o ist Px — M das Biegungsmoment
E‘h[ll' ll("l! Punkt m., Ist die I';il’l-_'.'illt_:_" sehr .‘:l'li'\'\'f\l{'ll_, so diirfen wir K
erntohlinmean, el in dissert Ball dio  Avonfaier Eriie rarkiche
vernachlissigen, weil in diesem Fall die Axenfaser keine merklichs

Ausdehnung erleidet. Setzen wir in (T) M=Px, K=o, u=— By,
und erlauben uns wegen der vorausgesetzten schwachen Biegung
ds, — dx zu setzen, so erhalten wir:
|
! » lJ'.' );! . ii']
N / dx =————— 1 _ % Il LS
g ‘J;LU E =z 6 ¢ E = * )

Heisgen wir &, die 31:1xi|nui~.'|1:1i|1llln;:. welche ber o einfritt,

80 ist &u E = P1. Fithrt man den aus dieser Gleichung folgenden
Werth von P in (9) ein, =0 folgt anch:

o |

1 ©m

Woe— e R 1)

2) Ein urspriinglich gerader Stab von einer Linge 1 werde um
einen Cylinder vom Halbmesser g herumgewickelt. Die Wirkungs-

grijsse, welche diesem Vorgang entspricht, soll bherechnet werden.
Da in diesem Fall die Axenfaser nicht gedehnt wird, so ist zu-

niichst K = o zu setzen. Da ferner der Stab ursprimglich gerade

war, so ist = o und weil der Stab kreisformig gebogen wird,
’ o= . .

1 . 71 o g
= — eine Constante. Wir erhalten daher vermige (8):

g0 18t .
PRI

1 o LT gl
W = —— dgy—
z:-.f e U T

Yerwindung oder Eorfion cines Stabes.

Erhlavungen. Denken wir uns, ein stabférmiger Korper werde
am einen Ende festgehalten nnd am anderen durch ein drehend wir-
kendes Kriiftepaar angegriffen, so entsteht in dem ganzen Stabe
eine Verwindung, bis die inneren Kriifte mit dem Kriiftepaar ms
Gleichgewicht gekommen sind.

Nennen wir auch hier wiederum eine Reihenfolge von Atomen,
die in einer zur Richtung des Stabes parallelen geraden Linie liegen,

BLB BADISCHE :f.
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eine Faser, so kimnen WwiF uns denken, der T“'~!:||J bestehe In semem g
natiivlichen Zustande aus einem Biindel von geradlinigen, neben
einander lierenden und unter einander verbundenen Fasern, dagegen
in \'I'!".\'Iill![lf‘lll'tl] Fustande ang einem Biindel von um einander ge- -
er verbundenen Iasern.

\\'!Ell'll"ll"ll :lili']‘ unter emand
Der (Heicheewichtezustand des Stabes wiire vollkommen bekannt,

wenn man im Stande

dire anzugeben: 1) die Gestalt jeder einzel-

nen Faser: 2) die Kriifte, welche jedes Faserstiickchen in seiner

ﬂ}If-iu.'h;_;’e-1\'E\'|:T.~'|;!'f(' erhalten. Allein diese genaue Ermittelung des

(leichgewichtes ist mit so vielen Schwierigkeiten verbunden, dass
wir uns mit einer Anniiherung begniigen miissen, und diese erhal
ten wir dadurch, dass wir iiber den Zustand der verwundenen Fa-
sern folgende naturgemiiss scheinende Annahmen machen.

Wir nechmen an: 1) die Atome, welche urspriinglich in einem
nnd demselben Querschnitt lagen , iindern ihre relative Gegenein-
anderlagerung wiihrend der Verwindung nicht; 2) jede Faser erhilt
durch die Verwindung die Gestalt einer Schraubenlinie. Nehmen
wir iiberdies an, der Querschnitt des Stabes sei so beschaffen, dass

er durch zwei auf einander senkrecht stehende, durch den Schwer-

punkt gehende Linien in vier congruente Theile getheilt wird, =o

E'.:l;-r ans uuil];;‘i‘l: Annahmen, dass die Axen- oder l“:r']J\k':"|']:!|]|]~'.T1';|.-'l'|‘
durch das Verwinden des Stabes keine Kritmmung erhiilt und dass
die iibrigen Fasern Schraubenlinien bilden, deren Steilheit mit ihrer
Entfernung von der Axe fort und fort wiichst.

Daraus folgt aber ferner, dass die Liinge der Fasern mit ihrer
Entfernung von der Axenfaser wiichst; allein da die fiusseren Kriifte

der Voranssetzung gemiiss nur drehend wirken, so kénnen die ver-
wundenen Fasern weder alle ausgedehnt, nochalle zusammengedriickt
sein, sondern es muss ein Theil derselben ausgedehnt, ein anderer
Theil zusammengedriickt sein, und da die Axenfaser am kiirzesten,
die peripherischen Fasern am lingsten sind, so muss in der Axen-
faser selbst und von ihr an bis auf eine

wisse Entfernung Zu-
sammendriickung , von da an bis zur Oberfliche hinaus dagegen

Ausdehnung herrschen, und somit gibt es eine cylindrische Schicht,

in welcher weder Ausdehnung noch Zusammendriickung stattfindet.
Diese Schicht zu bestimmen, ist fiir einen cylindrischen Stab nicht
schwierig, wir wollen jedoch ihre Bestimmung unterlassen, weil
ihre Kenntniss fiir praktische Zwecke von keiner Wichtigkeit ist. r

Denkt man sich durch den Stab, senkrecht auf seine Axe ¢ine Ebene
gelegt, und richtet seine AufmerksamReit auf die Art und Weise,
wie die diesseits und jenseits dieser Ebene liegenden Atome withrend
der Verwindung des Stabes ihre Lage gegencinander verindern,

2d4d
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g0 wird man erkennen, dass der Vorgang eine Gegeneinanderver
schiebung ist, die an der Axe beginnt und von da an mit der Ent-
fernung fort und fort wiichst. Diese den Verschichungen entsprechen-
den Kriifte liegen in der Querschnittsebene, stehen senkrecht auf
den Radien und es ist naturgemiiss anzunehmen, dass ihre Inten-
sitiiten der Grosse der Verschiebungen proportional sind.

Beweis des Sabes, Vaf vie Schwerpunktfafer cines Stabes bet einer
Prehung deffelben gerade bleibt, Es sei Fig. 9, Tafel TIL, A der sei-
ner Lage nach noch mnicht bekannte Punkf, um welchen die Dre-
hung cines Querschnittes erfolgt. m der von A entfernteste Punkt
der Peripheric des Querschuittes. 7 die Intensitiit der Verschie-
bungskraft bei m, t die Intensitit der Verschiebungskraft an einem
Punkt n, dessen Entfernung von A gleich x ist. So hat man, wenn

Am = k gesetzt wird:
el
,L—,\“J
y Nimmt man bei n ein unendlich kleines Flichentheilchen d fan, so

ist tardie auf An senkrecht wirkende Verschiebungskraft dieses
Flichentheilchens. Zerlegt man diese Kraft in eine horizontale
und in eine vertikale, so ist erstere t d fsin g, letztere tdfecos o Nennt

man Ap =& mp =v die Coordinaten des Punktes n in Bezug auf
. & ; I
das Axensystem A & und Ay, 80 1st cosp= — sinp= —7 dem-

nach wird:

+ A {

v "
tdf gin g =—tdf—, tdfeos o =—=1td
E mn ¢ EL =, i (1] i) i

X

oder wenn man fiir ¢ seinen Werth aus (1) einfihrt:

" _ o ;
tdfsings= —v df t dfcosp = — Edf

. B¢ sind demnach die Summen aller Horizontalkriifte und aller
Vertikalkrifte simmtlicher Verschicbungskriifte eines Querschnittes :

&
e e e
T/‘ df _k_-‘(E df
Allein fiir den Gleichgewichtszustand miissen diese Summen ver-
schwinden, weil der Vorausetzung gemiiss nur eme Torsion statt-
. 1 = T . .
findet. Man hat daher, weil —— nicht verschwindet :
BLB BADISCHE =
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ftat=o /:-tlizll faide th, T PR |

Diese (Hleichungen driicken aber aus, dass der Punkt A, um wel
chen die Drehung erfolgt, mit dem Schwerpunkt des (Querschnittes
-.,’”,-”““n;‘,,f{i]h; denn nennt man X und b Il‘ll'{Itl‘il'dii!lilil‘l]fll'}: HC']I\‘.’L‘I"
1 Bezug auf das Axensystem A g und

&

punktes des (uerschnittes 1
A o so hat man nach den bekannten Regeln, die zur Bestimmung

des Schwerpunktes einer Fliche dienen

/ﬁ df AL f: df : ;
/[’11 fap it I

wenn also f..f df = nllnrl/r df = o ist, 80 hat man X =o¢ Y = g,

d. h. der Schwerpunkt fillt in den Anfangspunkt der Coordinaten, |
was Z1 I"!'\\'{'i?"l_‘” war.

Beredynung ver orfionsfeftigheit. s sei in Fig. 9, Tafel 111, df
ein kleines Fliichentheilchen des Quersehnittes, A n — x die Entfer-
nung desselben von der Axe; T die Intensitiit der Verschiebungs- !
kraft in dem von der Axe entferntesten Punkte m des (Querschnittes;
k die Entfernung dieser Stelle von der Axe, so ist die Intensitiit

der Verschiebungskraft im Punkt n gleich T = ist ferner die Ver-
schiebungskraft fiir den Querschnitt a¢ gleich T :‘- d f, ist sodann

. - R b - . . . . '
das Moment dieser Kraft T X*df und ist endlich die Summe der

Momente aller im Querschnitt vorkommenden Verschiebungskriifte

l.l- E) 1 I i 1 n iv » o ¥
/ - xtdf = o f x* df. Jl:!i[:l*-':ll!.—-'.‘-:t'l'n|\r;t|1t']h:l:n', welches das Ver-

k k |
winden des Stabes bewirkt, mit den in jedem Querschnitt vorkom- |
menden Verschiebungskriiften im Gleichgewicht ist. so hat man,
wenn das Moment der fusseren Kriifte mit a bezeichnet wird : .

T

M k-_f\-:n_ AL S

Es IHT_,( x* df das Triigheitsmoment des Querschnittes in bezug

aut eme durch den Hvlln'd-]']:u]ulu gehende, auf der Ebene des (Juer-

schnittes senkrechte Axe. Bezeichnet man dieses Moment mit ty

setzt also
[xraf=ou . ] e ,
|
j
- £ s - —

o
Eq
o
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so wird der Ausdruck (1):
i
M = -k T U - RN gy fm ot iy g ey TR Per {'{}

> Da wir in diesem Abschnitt iiber die Elastizitit und Festigkeit

alle Liingen in Centimetern und die Kriifte in Kilogrammen aus-
driicken, so 1st T die auf einen Quadratcentimeter bezogene Ver-
.-=i'iliu‘lll]ilj_';.-!]{l';lﬂ in der von der Axe entferntesten E"-.]_s('rr und ist
ferner M das in Kilogrammen und Centimetern ausgedriickte Tor-
sionsmoment der fusseren den Stab verwindenden Kraft.

Wenden wir obige Gleichung auf einige spezielle Fille an.

Fiir einen cylindrischen Stab von einem Durchmesser d ist das
Triigheitsmoment :

']
3 X 4, d
_u=/x"3x,-r:1.\'fT2cl l]IHlL.-_—;.E—
demnach
T x ;
M-“];—(i.,........i-l}

Fiir einen quadratischen Stab hat man, wenn b die Seite des
Quadrates bezeichnet:

— 1 3 und k = 2
e 1 =T
demnach wird :
M=T— — (ﬁ:l
W 2

gl Fiir einen Stab, dessen QQuerschnitt ein Rechteck ist, findet man,
wenn die Seiten des Rechteckes mit b und h bezeichnet werden:

T ;2 bh (}J’ -+ h‘,J

- i SN :
k= 2 \'fjfl’ 4+ h2

demmnach :

I /
M= ¥ bh ‘/[11 I L T SR

Diese Theorie der Torsion ist so unvollkommen, dass man den
Ergebnissen derselben nicht unbedingtes Vertrauen schenken kann;
es ist daher angemessen, dieselbe durch Versuche zu priifen. Derlei
Versuche sind schon viele gemacht worden, und sie haben in der
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That die Richtigkeit der Resultate so weit bestitiget, als dieses
durch Versuche miglich ist.

Nimmt man an, dass die Resultate nicht nur fiir schwache Ver-

windungen, sondern auch noch fiir die allerstirksten, also selbst fiir
en gelten, bei welchen der Molekularzusam-

diejenigen Verwindm
menhang aufrelist wird, so kann die Gleichung (3) zur Bestimmung

S gl
ler Torsions-

desjenigen Werthes von 7 benutzt werden, welcher
festigkeit entspricht. Wenn man niimlich durch einen wirklichen
Verwindungsversuch das Torsionsmoment M bestimmt, welches die
,\||H£'r::||]1;3" des .'/:lii-:‘.ll'lnlL"IJiJ:IIJI‘_'.'i':i bewirkt, sodann diesen “':-1'[]1_, &)=
wie auch die Werthe von , und k in die Gleichung (3) einfiihrt
und daraus 7 sucht, so ist dies der Festickeitscoeffizient fiir Tor-
sion und fiir das Material, aus welchem der Stab besteht. Tst
die Gileichung (3) in dieser Ausdehnung richtig, so muss man bei
einerlei Material fiir T immer den H‘i!'fl'r]f'n Werth fi!Hh_'Il_. wel-
ches auch die Dimensionen des Stabes sind. Dies haben auch an-
nihernd die Versuche gezeigt und die mit 7 iiberschriebene Columne
der Tafel Seite 36 der Resultate fiir den Magchinenbau enthiilt den
Torsionsfestigkeits-Coeffizienten fiir verschiedene Materialien.

Da in der Gleichung (3) die Liinge des Stabes nicht erscheint,
so ist die Intensitiit der Verschiebungszkraft und ist auch die Tor-
sionsfestigkeit von der Liinge

des Stabes nicht abhiingig. Aus Glei-
chung (4) sieht man, dass fiir einen eylindrischen Stab das einer be-
stimmten Torsionsintensitii entsprechende Torsionsmoment dem Kubus
des Durchmessers des Cylinders proportional ist. Will man den
Durchmesser berechnen, den ein cylindrischer Stab erhalten muss,
damit er einem gegebenen Torsionsmoment mit Sicherheit zu wider-
stehen vermag, so darf man in der Gleichung (4) fiir T nur einen
aliquoten Theil des Torsionscoeffizienten in Rechnung bringen und
findet dann:

(7}

Wir werden in der Folge erfahren, dass die Maschinenaxen so
construirt werden, dass unter der Einwirkung der Kraft die Ver-
schiebungsintensitit bei Schmiedeeisen nur 210, bei Gusseisen nur 90
betr

t. Da nun die Torsionscoeffizienten fiir diese Materiale nach

AL s : d : : - e
Tafel 36 der Resultate des Maschinenbaues fiir Schmiedeeizen T000
Hir (usseisen 3000 betragen, so sind diese Wellen nur bis auf

210 1 ] a0
7000 T 2B L B000

=5 ihrer Torsionsfestigkeit angestrengt.

o
Eq
o
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Sevecdhnung des Torfionswinkels. Es ertibrigt uns nun noch, den
Torsionswinkel @, Fig. 10, Tafel 111, d. h. den Winkel zu berech-
viiften ergriffene Querschnitt
des Stabes gegen das festgehaltene Ende verdreht wird. Zu diesem

nen, um welchen der von den Torsions

Zweck machen wir die wahrscheinliche Hypothese, dass der Winkel ¢,
den die Faser, in welcher die Verschiebungskraft T herrscht, mit
der Axe des Stabes bildet, dem Werth von T ]H'f.=1=i1k'ii011'ﬂ-l sei
setzen also:

c(F{S)

wobei g eine nur von der Natur des Materials abhiingige Grosse
bedeutet , und wobei « in Theilen des Halbmessers ausgedriickt
werden goll. Denkt man sich den Cylinder, in welchem die Faser
liegend gedacht werden kann, in eine Ebene ausgebreitet, so
ergibt sich ein Dreieck ABC, Fig. 10, Tafel I1L., in welchem A ¢
die Liinge 1 des Stabes <BAC—a und BC—k @ ist, wobei
o den in Theilen des Halbmessers ausgedriickten Torsionswinkel
bedeutet. Man hat daher :

.“l” L fangia) WIOEaTI e, BRESLIIE)

oder auch annihernd, weil jederzeit o sehr klein ist, also fiir tang «
auch « gesetzt werden kann:

Lkt e NIRRT T
1
Aus (8) und (10) folgt:
1 k 6
T A |
mithin
Ty
e it

Fiithren wir hier den aus (3) fiir 7 folgenden Werth ein, so
ergibt sich:
M1

] PR BT s o L e D TG ]
f) (_II'IH. t

Will man den Torsionswinkel @ nach Graden ausdriicken, und
bezeichnet diese mit @, so hat man:

M1 860

2L 66 (12)
Gu 2x

8 —
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Fiir cinen cvlindrischen Stab  von emmem Durchmesser d ist:

— d¢, demnach wird :

.'Ie
M 3480 ¥
a° ey (13)
4 e T
Diese Resultate (11), (12), (13) sind nur als hypothetische an-
: zusechen , weil dieselben auf der Annahme (8) beruhen, dass der

x:ll I| I'l'il'l!i' \IG'T:*'“('II!'

t, dass diese Resultate

Winkel « dem Werth von T proportional

ither die Torsion von Stiiben haben aber gez

wenigstens fiitr nicht zu starke Verwindungen anniihernd richtig

sind. |
Setzt man 1 (13) f]-’:' 151 1, @ 360, s0 i'u!gi aus den-

selben :
| G=—M,

d. h. die Grosse ¢, weleche man den Modulus der Elastizitit fiir
Torsion zu nennen pflegt, driickt das Torsionsmoment aus, welches
11, iR erforderlich wird, um einen Stab, dessen Querschnitt und Linge
gleich der Einheit ist, um 360° zu verwinden, vorausgesetzt , dass
R das durch (13) ausgedriickte Gesetz selbst fiir eine so starke Ver-
windung richtig wiire,
Die Resultate des Maschinenbaues geben Seite 36 die fiir ver
schiedene Materialien dorch Versuche _:.'_'|~|-1I1||1t-1|l.'lj Werthe des Mo-
dulus der Elastizitit ¢ fiir Torsion.

Feftigheit der Gefife.

Eylindrifche Gefafe. Man denke sich, ein evlindrisches (Fefiiss
Fig. 1, Tafel IV., enthalte eine cing

presste Fliissigkeit, die auf
jeden Quadratcentimeter der innern Umfangsfliche einen gewissen
sehr starken Druck ausiibt. Das Gefiiss sei aber auch aussen wvon
emer Fliissigkeit umgeben, die auf jeden Quadrateentimeter der
fiussern Oberfliche mit einem jedoch schwiicheren Druck wirkt, Da
wir annehmen, der innere Druck sei betriichtlich stirker als der |
aussere, so muss in dem Gefiss durch die Wi
Ausweitung entstehen, welche
Volumthei

kung der Kriifte eine

r i"n!j_','l‘ hat, dass in il'[l('r“ kleinen

ien im Innern der Gefisswand nach radialer Richtung
0r, Fig. 1, Tafel IV., eine Zusammenpressung, nach einer anf die
Axe des Gefiisses senkrechten Richtung ¢, eine Materialausdehnung
entsteht, und es ist fiir die Bestimmung des (ileic l

igewichtszustandes

vor allem andern nothwendig, diese Spannungen und Pressungen
zu bestimmen,

BLB BADISCHE w
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sei fiir den natiirlichen Zustand des Gefiisses, wenn niimlich

keine Kriifte wirken, », der inunere, r, der diussere Halbmesser des
Cylinders, x der Halbmesser eines Kreises, der zwischen dem innern
und diussern Begrenzungskreis des Cylinders liegt. Nennen wir fer-

ner p, die innere, p, die dussere Pressung auf emen Quadratcenti-

meter. Durch die Einwirkung dieser Pressungen wird der Cylinder
ausceweitet bis ein Gleichgewichtszustand zwischen diesen Pressun-
gen und den Molekularkriiften eintritt, was zur Folge hat, dass die
Halbmesser r, r, x il g, o, & ilbergehen. Nennen wir nun fiir dieses
erzwungene Gleichgewicht y die auf einen Quadratcentimeter bezo-
gene Spannung, welche in der Entfernung ¢ nach tangentialer Rich-
tung stattfindet, z die auf einen Quadratcentimeter bezogene nach
radialer Richtung in der Entfernung ¢ stattfindende Pressung, und
erlanben uns die Annahme, duss :l'\"]" der Kriifte y und z so wirke,
wie wenn die andern nicht vorhanden wiiren, so konnen wir diese Aus-
dehnungen und Pressungen nach unserem FErfahrungsgesetze Seite 3
berechnen. Das Material, welches urspriinglich zwischen den Cy-
|'llli-l&!l'llj lll_'rl,-n I l:le]:u‘.ﬁﬁ{:r X 1[1111 x «-dx 1"IJ|g_r;1'.~h‘i|!(|r‘-.~=i‘IJ war, ]_‘!l’ﬁlldt‘t
sich nach erfolgter Ausweitung zwischen zwei Cylindern, deren
Halbmesser &£ und g 4+ d & sind. Es ist demnach

xél —2xx=12rx (£ x)

3

die Ausdehnung, d x — d ¢ die Zusammendriickung dieses Materials.

Nennen wir  den Modulus der Elastizitiit des M:lTL']‘iﬂ!H: 20

Hieraus folgt :

Nennt man d ¢ die Aenderung, welche in der Fliche
(xt+dx)? x —x' =&

durch die Wirkune der Pressungen eintritt, so ist:
{w] o i
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!
d £ (5 dEJ’-'f""f"?!_ "(:JEK)’T—\ X
oder weil dx und a¢ Differenziale sind:
!
df Soifbd il XY L s v e D)

Fiihrt man fir ¢ und 4 ¢ die obigen Werthe (2) ein, so findet
AN !
d f i 2
St AL IR (e LN e S et (4)
2axxdx £ S
Dag Verhiltniss linker Hand des Gleichheitszeichens ist die auf
einen (QQuadratcentimeter bezogene Flicheninderung, welche in der
Entfernung x eintritt, oder es ist die verhiilinissmissige Flichen-

ansdehnung,

Lamé hat in seinem Werke Théorie de I'élasticité nachgewiesen,
dass diese verhiilltnissmiissige Ausdehnung in jedem Punkt der Cy-
linderwand einen und denselben constanten Werth hat. Den analy-
tischen Weg, durch welchen dieser Saftz gewonnen wurde, Kinnen

wir hier nicht |JL'II:‘1,'E'[‘T!_. miisssen uns also ]]:.'._'_'.']ti‘ls_"['ll. dL'IIﬂ'“lt'I]J ohne

ihn selbst zn beweigen, als eine Wahrheit anzunehmen. Unter der

Voraussetzung , dass — (y — #) eine Constante ist, kinnen wir ihren
Werth leicht finden, denn es ist fiir x = v, z—p, und wird y gleich
einem bestimmten Werth 2%, nimlich gleich der Tangentialspanming
am innern Umfang des Cylinders. Jenc Constante kann daher aus-

» 2 l erd
gedriickt werden durch — (@ — po): Weil also
1 1
T (¥ — 2) = = (A — pe)

ist, so erhiilt man statt (4):

df | I
3 — (A
txxdx &
Dureh Integration folgt hieraus:
; e . x? L
= e (N —po) % 5 Const

oder wenn man dieses Integrale innerhalb der Grenze x — r bis
x — x nimmt:

BLB BADISCHE l':i
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, (8)

f=-2 (0 — p) (x* —1s?)
£

Dieses ¢ ist aber die Ausdehnung, die in dem Material von «

(]

bis x eintritt. Es ist demnach auch:
FofE sl o SRR R

Man hat daher vermége (5) und (6):

A

. {12
(E =ipl) = (0 =3 = e (B = ) O = )N T

Setzt man in die erste der Gleichungen (2) x =r, y=% &=g,

- A
so muss dieselbe erfiillt werden; man hat daher g, = r, (1 )
i I3
Fithrt man diesen Werth von 5, so wie den Werth von & den
die erste der Gleichungen (2) darbietet in (7) ein, so gibt die-
selbe nach einigen einfachen Reduktionen und wenn man die zwei-

; 2
¥ # .
ten Potenzen von —— und == vernachlissiget
e & T

_ X —ps (X4 pem 5
yY=—%—"+— T IR i R T

X

3 : < Rk : 1
Fithrt man diesen Werth von y in die Gleichung e b A €

1 . 4
— (% — po) ein, 80 findet man auch noch
&
o X i
5 = = o Wil s E i)

Somit ist nun die Tangentialspannung y, als auch die radiale Pre-
sung z in der Entfernung x bestimmt.
'l
Nun ist 2 /¥ d x die Summe aller Spannungen in zwei diametral
4
gegeniiberstehenden Wanddicken ; sind ferner 2 r, p, und 2 r, p, die
inneren und iusseren Pressungen der Fliissigkeit, wodurch jene
Materialspannungen hervorgerufen werden; man hat daher:

i

’3/-_',- dix =2 [Ts. Po —

r
']

P
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Setzt man fiir y seinen Werth aus (7) und verrichtet die Inte-
gration, so ergibt sich ein Ausdruck, aus welchem durch ganz ge-

wohnliche Reduktionen gefunden wird :

N \/ A+ po Sy i o (1
o

Ty 2 P — Po

Bezeichnet man durch D den inneren Durchmesser des Cylinders
und durch 4 die \\':hlulc“vkt-_. setzt also Iy — Iy =4, 21, =D, B0
I'u|gi aus (10):

At e WA S
0 =V o ) s S TR

=2 P = Po !

[n der Regel sind p, und p, sehr klein gegen 9 und dann kann
man auch statt (11) einen Annitherungswerth aufstellen. Es ist niim-
lich ganz genau :

¥ e : f S - Ao
\/‘Ji _,'u'l L — 1 -(I -2 -J.-ll‘lc .IJ- EPU) 2 — A

= 2] —iPe \ b
ist dagegen anniihernd :

\__," A+ pe N7 Po — Pi
"W+ 2 Pe T A+ 2p, Po

demnach ist annithernd:

= T el . e AararAy

Die Formel (10) hat zuerst Lamé anfgefunden, ohne von ir:,;r:m]
einer Hypothese auszugehen.

Setzt man in (11) oder in (12) fiir % die absolute Festigkeit des
Materials, aus welchem der Cylinder besteht, so geben diese Glei-
chungen diejenige Wanddicke, bei welcher der Cylinder unter der
Einwirkung der Kriifte p, und p, berstet. Nimmt man diese Pres-
sungen p, und p, so an, dass A 4+ 2 p, — p, = o wird, nimmt also

I R S R N S e

so wird ¢ unendlich, d. h. ein Cylinder, wie dick auch seine Wand

genommen werden mag, wird unter der Einwirkung eines inneren

11;) BADISCHE 2
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Druckes von der Grosse (13) zum Bersten gebracht. Gewdhnlich
ist der #ussere Druck p, der Druck der Atmosphire, ist also im
Verhiiltniss zum Werth der Festigkeitscoeffizienten sehr klein, so dass

2 p, gegen 9 beinahe vernachlissiget werden kann, man also sagen
kann : wenn der Druck der Fliissigkeit im Innern auf einen Quadrat-
centimeter so gross wird, als die absolute Festigkeit des Materials per
ein Quadratcentimeter, so muss der Cylinder bersten, wie gross
auch seine Wanddicke sein mag. Es ist fiir

Bchmiedeeisen Kanonenmetall Btahl

4000 2600 10000

Da der Druck einer Atmosphire auf I Quadratecentimeter nahe
1 Kilogramm betrigt, so sind diese Zahlen die in Atmosphiiren aus-
gedriickten inneren Pressungen, welche cylindrische (Fefisse aus
jenen Metallarten auszuhalten vermdgen. In einem gusseisernen Cy-
linder kann man also Luft nicht bis zu 2000 Atmosphiren compri-

miren , wohl aber in einem Cylinder aus den iibrigen der oben ge-

nannten Metalle.

Bei hvdraulischen Pressen ist gewohnlich die Wanddicke des
v o
Presscylinders gleich dem Halbmesser des inmeren Cylinders, oder
D ’ v - . e :
¢ = - Gusseisen kann man hochstens bis zur Hilfte seiner abso-
1300
2
— 30 werden. Der dussere Druck p, der Atmosphiire ist sehr nahe
’ T D . o,
= 1 Kilogramm. Setzen wir in (12) ¢ = -, % = 630, p, =1, 80

luten Festigkeit in Anspruch nehmen, es darf also % hichstens

.k 1 L o
folgt po = 5 (M 4+ 3 p;) = 326, Die innere Pressung des Wassers

darf also bei solchen Construktionsverhiltnissen und bei ganz
gutemn Guss nicht mehr als 326 Atmosphiiren betragen, damit das
Material nicht iiber die Iilfte seiner Festigkeit in Amspruch ge-
nommen wird.

Rugelfsrmige Gefafie. Bs sei anch hier fiir den natiirlichen Zu-
stand r, der innere, r, der dussere, x irgend ein zwischen r, und r,
liegender Halbmesser der Kugelwand., Im ausgedehnten Zustande des
Geefiiss
herrschende Tangentialspannung sei y, die daselbst herrschende ra-

diale Pressung gleich

ses seien diese Halbmesser 4, o & Die in einer Entfernung &

Das Material, welches urspriinglich innerhalb zweier Kugelflichen,
deren Halbmesser x und x 4+ 4 x sind, enthalten war, befindet sich

Redtenbacker, Maschinenbau 2
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nach erfoleter Ausdehnung innerhalb der Kugelflichen, deren Halb-
messer & und #z + a:¢ sind. Die lineare Zusammenpressung nach

radialer Richtung ist demnach g x — a4 &, die lineare Ausdehnung !
einer ]\:|‘l'i.n'}]l'I'iiDFIE"I‘ii'Ei[ItI‘__";F 2 xx 18t 2 x (£ = x). Man hat daher
auch hier:
i y
2 x (& ) =2 xx-L
1 x —d dix &
F:
woraus folgt:
o
t=x |1 \) ]
£
I (1)
g & == x[1 -1
\ . ;} )

wobei » den Modulus der Elastizitit bezeichnet.
Nennen wir ¢ % die Volumeniinderung, welche in dem Materiale
eintritt, das zwischen den Kugelfliichen enthalten ist, deren Halb-

messer x und x & 4 x sind, =0 ist
1 % 4 P 1 &1 -1 i { 1 : 1
AW =—gx] (&4 d&)7° & et J - t x)! — x?
3 ) !

oder weil @ # und a x Differenziale sind :
d B—=d.o| 24 '\’-i\]

setzt man fiir # und q ¢ dic Werthe (1), so folpt:

5 5

. 1 Y A - 2 -
Da in allen Anwendungen -~ und i sehr kleine Grissen sind,
&

- e ; > - . =
80 kann man die Quadrate und Produkte und hoheren Potenzen

derselben vernachliissigen, und dann folgt aus disem Ausdruck:

s am ek s
dxxidx wiiw Lm sl SR
Dieser Quotient ist die verhiiltnissmiissige Volumsiinderung in

der Entfernung x,
Wir machen auch hior die hypothetische Anmahme, dass die ver-
hiiltnissmiissige Volumsiinderung fitr Jjeden Ort der Wanddicke

den
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eine constante Grisse

gleichen Werth habe, dass mithin
'I‘ -‘ ¥ =t ,.'|' AT 5 a <

sel. Nennen wir p, dic innere, p, die dussere Pressung, per Quadrat-
centimeter, 9 die Spannungsintensitit an der inneren Kugelfliiche,

% = pys demmnach:

so0 ist fiir .
ity 2W — Pa
—_— = — == (Jonat
& £
die l'”ui('}lung (2) wird demnach :
: d B S =y
4 wx¥d=x T
Durch Integration folgt:
4 29 — p,
B—= e x8 =B L Oonat
3 2

Nimmt man das Integrale von x — », bis x — x, so erhiilt man
- 4 2N —p £ i - " +

B == E—--l‘-’- (x3 —- r,*) und dieses ist die V olumeniinderung,
welche in dem Raum von x — r, bis x — x entstanden ist. Dieses @
ist aber auch:

: 4
N = T [E] s (Jn,}— -_'5_' 7 (x" _rzn]

Demnach hat man durch Gleichsetzung dieser beiden Werthe von

B und Weglassung des gemeinschaftlichen Faktors — x:
§] i

(& — ") — (x2 =1 =2 =P ol IO )
&

Nun ist aber wegen (1):

Fithrt man diese Werthe in (3) ein, entwickelt und vernach-

! P
lissiget dabei die zweite und hihere Potenz von % und —, 0
folgt :

3 2 M — Po N - Do i,_‘
e e e ()

-
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Hiermit ist wiederum die in der Entfernung x eintretende Span

nungsintensitiit bestimmt.

nen den ]'I]'lll-i

wichtes zw

Iie l“"f;-ﬂl'_'_'illl' 1
sUneen i .'I.l':| ?‘I\I'll'l'i,'l:H';I.'||i'=|]i|'.:‘,'_"-'|l l':'j_"J--'. -RII'EI nun wie-
» Wi Lecen wir durch den Mittelpun

l{li;:"'i:_‘:\"lliiwrl'.-' "iIII' 1':]--'|!|-. welche
- ' 2

werden diese durch

sigkeitapre

it tll'_n

derum aunf folger

asselbe in zwel Hilften theilt, so

innere Pressung mit einer Kraft r2 x p,

auseinander, durch die #Hussere Pressung mit einer Kraft v = p
!]1|1].

leich sein der Summe aller Materialspannungen, die dem

. : Eoet 7 9 e : - |
gegencinander I:,;"'II'I'L!I'!\l . die Differenz 18t = (r.* po |E= i)
1

muss gl 1

s mit jener Khene vorkommen.

Sehnitt des sphivischen G

Man hat daher:

/1";_., s d xy = 7 (v?po L )
Fiilrt man fiir y seinen Werth aus (4) ein, verrichtet die Inte-
- 1 * T T -
exation und sucht hierauf den Werth von —-, so findet man:
: ry
Ty Pal =
i - (5)
Pa
Auch fiir diesen Ausdruck kann ein Auniherungswerth aufge
funden werden.
Es 18t genan:
) { I 1 L
I = S USEE 2 M Py ') :
Po \ 243y Pa/
Angenommen, dass der in der Klammer enthaltene Bruch eine -
1 = : 5
sehr kleine Grisse ist, hat man anniihernd :
3
" "
E- 2 (N + po) i e — P Hid
A 3p— e 20+ 3p, :

und nun findet man . wenn man die Wanddicke mit g und den -

nern Durchmesser mit p bezeichnet, mithin r, — 4 3 214 D
setzt :
D P P
P =5t ] Y e o) S T : AR

o
Eq
o
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Die Formel (5) bestimmt genau, die Formel (6) annihernd die

Wanddicke, die ein sphiirisches Gefiiss erhalten muss, wenn unter

der Einwirkung der fiusseren und. inneren Krifte die Materialspan-

gsen Werth haben soll.
7% dfn Werth der absoluten Festigkeit des Mate-
rials, so geben die Formeln diejenige Wanddicke, bei der unter

g L
nung % an der inneren Fliche einen g

Setzt man

der Einwirkung der Pressungen p, und p, das Zerreissen des Ma-
terials eintritt. Diese Wanddicke wird unendlich fiir % +3p, —po— o

oder fiir

o 2HA+3p GV s TR s KT

d. h. ein sphiirisches Gefiiss platzt bei jeder Wanddicke, wenn die
Spannung im Tnnern zweimal =0 gross wird, als die Festigkeit des
Materials, vorausgesetzt, dass der dussere Druck p, vernachlissiget

lichen mit dem Seite 65 fiir

Ergebniss

werden darf. Dig .
‘undenen, so sicht man, dass ein kugelfor-

evlindrische Gefiisse

miges Gefiss im Maximum ecinen doppelt so grossen Druck aus-
1L & Y - o - 1 Y
hilt, als ein cylindrisches,

Wir haben uns bei Herleitung der Gleichung fiir ¢ so benom-
men, wie wenn die] innere Pressung grosser wire als die iiussere.
Die fiir g gefundenen Ausdriicke gelten aber auch im umgekehrten
Fall. wenn nimlich die fiussere Pressung grisser ist als die imnere,
tiv zu

nur verwandelt sich dann % in eine Pressung und ist neg
nehmen.

Bei ganz gleicher Wanddicke und gleicher Dichte cines Mate-
rials wiirde bei einem cylimdrischen oder sphiirischen Gefiisse durch
entstehen, allein

einen iusseren Druck nicht leicht eine Zerdriickung
so wie die Wand an einer Stelle schwiicher ist, wird sie daselbst
leicht durch einen iiusseren Druck eingebogen, wodurch eine voll-
stindige Verdriickung entstchen kann. Diese Rundgefiisse haben
. besere Stabilitit als gegen

daher gegen einen inneren Druck eine g

einen iusseren.

35~

Ridyt cylindrifche over fphiivifche Gefife. Ist die Form emer Ge 3

wand weder eylindrisch noch sphéirisch , =0 wird eine solche Form

unter der Einwirkung von pressenden Flissigkeiten nicht nur aus-
geweitet oder zusammengedriiekt, sondern in den meisten Iiillen
in der Weise deformirt, dass Formen entstehen, die mit den ur-

spriinglichen nicht mehr geometrisch shnlich sind. Dieses ist z. B.
der Fall bei Gefiissen mit flachen Wiinden. Die Festigkeitstheorie
¢ erfordert sehr weitliufige und schwierige Rechnun-

A
il

dieser Gefiis:
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gen, die hier nicht am Platze wiiren. Diese nicht cylindrischen
und nicht sphirischen Gefiisse sind bei starken Pressungen még-
lichst zu vermeiden.
Gecedynung der Wickungogropen, weldye 3ur Ausdehnung, Bufam-
mendriichung, Verwindung und Biegung von Jtaben noth-
wendig find.

Aliﬁhfjlilllllﬂ. '* .':l'IE & Ii.('}' _‘]Iiiiifll[“..“ ||I'I' |'I,|:I='|F'/.|'|'.::-| |JL',‘-\ :‘nl;;1l'|'i;||,~c_
aus welchem ein Stab bestecht; 1 seine Liinge; a sein Querschnitt:
K die Kraft, welche den Stab um x zu verlingern vermag, so haben
wir nach dem Ausdehnungsgesetz:

Die Wirkung, welche nothwendig ist, um den Stab von o

A
bis x — 2 auszudehnen, ist: /K dx — W. Wir erhalten daher ver-
moge (1):
A
: g ! I nez
Wee—-— [fxdx =— == 2 "
5. =i R i T s

Nennen wir die der .-J\_u.‘:'.:lvimuug i entsprechende Zugkraft p, so
haben wir vermige (1):

LA R AR )

. I.',th:: man den aus dieser Gleichung folgenden Werth von j
in (2) ein, so erhilt man einen Ausdruck . der leicht in folgende
Form gebracht werden kann : )

2y

z 1 \ &
W g |
3 | = O T T e T

Nunist aber 4 1das Volumen des Stabes — die Spannungsinten-

sitiit nach erfolgter Ausdehnung. Setzt man abkiirzend « 1 2
P - - T
— = &, so erhilt man auch:
— v
BADISCHE :
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3 % ¢

Die Ausdehnung eines Stabes erfordert demnach eine Wirkungs-
grosse, die dem Volumen des Stabes und ferner noch einem Quo-
y kg tienten proportional ist, den man erhilt, wenn man das Quadrat
Y der Spannungsintensitit am Ende der Ausdehnung durch den Mo-

: dulus der Elastizitit dividirt. Nimmt man an, das Ausdehnungs-

gesetz (1) gelte selbst bis zum Riss des Stabes, so ist fiir den Mo-
ment des Risses & — % gleich der absoluten Festigkeit des Mate-
rials, und die Wirkung, welche das Abreissen durch Ausdehnung
utcmlut, wird :

W BN sl

2

=1

5

- P s . . r
Allein % hat fiir jedes Material einen besonderen Werth, den
man Seite 36 der Resultate fiir den Maschinenbau angegeben findet.

as

Nennen wir den

(Quadrat der absoluten Festigkeit,
2

dividirt durch den Modulus der Elastizitiit) den Arbeitsmodulus fiir
Ausdehnung, so kann man sagen, die Wirkung , welche das Ab-
reissen eines Stabes erfordert, ist dem Volumen des Stabes und dem
Arbeitsmodulus proportional.

- b , . 5 . .
Die Werthe von —— sind fiir (tusseisen, Eichenholz, Schmiede-
=

eisen, Kanonenmetall, Gussstahl beziehungsweise:

{ bis' 177, 3

=]
s

10, 40
wiithrend sich die absoluten Festigkeiten dieser Materiale verhalten wie:
1 bis 1'8, 07, i, 2 6, 10

fog Die Verhiiltnisse der zum Abreissen erforderlichen Wirkungs-
grossen sind also sehr verschieden von den Verhiiltnissen der abso-

luten Festigkeiten.
Wenn das Abreissen eines Stabes durch die lebendige Kraft
einer Masse bewerkstelligt werden soll, muss dieselbe offenbar gleich
orisse. Diese driickt also anch die Widerst: l!llfl'r
: bendiger Kriifte aus. Man sielt

sein jener Wirkun;

leistung gegen die Einwirkung . :
aug obigen Zahlen, wie unvortheilhaft das Gusseisen 1st, wenn es
sich darum handelt, eine Konstruktion so herzustellen, dass sie der
Einwirkung von gewissen lebendigen Kriften widerstehen soll; dass

BADISCHE
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dagegen Eichenholz und Schmiedeeisen, vorzuesweise aber Kanonen-
o i \ . 4 ¥ P . .
leisten. Wenn nicht die Material-

metall und Gussstahl Vorziigliches
preise =0 hoch wiiren, wiirde man gut thun, solche Maschinen, die
der Einwirkung von lebendigen Kriiften zu widerstehen haben, aus
Kanonenmetall oder Gussstahl herzustellen. Indessen schon das
Schmicdeeisen ist sieben mal besser als Gusseisen, daher es kommt,
dass auch in der Praxis die Anwendung des Gusseisens so sehr

eingeschriinkt, dagegen die Benutzung des Schmiedeeisens so sehr

ausgedehnt wird.

Biegung cines Stabes. Nehmen wir an, ein Stab sei an dem einen
Ende befestiget und werde durch eine auf das andere Ende wirkende
Kraft gebogen. Die Kraft K, welche auf daz freie Ende driicken
selbe um ¢ senken =oll, betrigt nach Gleichung

£

muss, wenn sich d:
(7), Seite 31, wenn p — o gesetat wird:

Die Wirkung w, welche die Kraft entwickeln muss , damit die

Senkung bis 2 fortschreitet, ist:

: . 3:Ez f 3:Ez
W f]\ d & é].i /t' d & J _" ¥ A T

e

Nennt man p die der Senkung ; entsprechende Kraft, so ist

wegen (1):

Eliminirt man aus

s0 findet man:
W g : . R | )

Nennt man & die auf einen Quadrateentimeter bezorene Maxi-
malspannun .

die an der Befestigungsstelle durch die Einwirkung
von P entsteht, so ist:

= I | -
B E =1 ; P N s 5

Durch Elimination von p fc

BadenWiirttemberg



Es ist. demnach w
fiir einen rechteckigen Stab . — @ e 4
3 8
5 - . 1 = ]
& . ecylindrischen Stab . — B .o o B/ 5. )
; /i ¢ 4 L4 = |
3 g i 1 &2
dlorhachont S T Smaline o
g » ellyptischen Stab . . —®8 . . . ey

wobel @ das Volumen des Stabes bezeichnet.

Die gleichen Resultate findet man auch dann, wenn man an-
nimmt, dass der Stab auf zwei Stiitzen gelegt und durch eine in
seiner Mitte wirkende Kraft gebogen wird, bis eine Maximalspan-
nung eintritt, Nimmt man auch hier wiederum an, dass das Ge-
setz (1) bis zum Bruch richtiz ist und setzt fiir & den Bruchcoeffi-
zienten B, so driicken die Formeln (6) und (7) die Wirkungen aus,
welche erforderlich sind, um stabférmige Kérper durch H[Lr;;;tmg‘ Al
brechen. Diese Bruchwirkung ist jedoch nur fiir ganz einfache, nicht
ausgehthlte Formen dem Volumen proportional; fiir einen Hohl-

E T dé — d,*

eyvlinder wird z. B. — = T s und demnach :
} = : p 3

e '-';'L' 5 0 [1 % lLlJil

woraus man sieht, dass die Bruchwirkung nicht jederzeit dem Vo-

lumen p1'n},u;]'1[nnu| ausfillt.

Drehung eines Stabes. Wird ein Stab an einem Ende befestiget
und am anderen Ende durch ein Kraftmoment M gedreht, so ent-
steht in dem Stabe eine Verwindung, wobei der (Juerschnitt, an

stigten QQuerschmitt

welchem das Kraftmoment wirkt, gegen den befe

um einen (in Theilen des Halbmessers = 1 ausgedriickten) Bogen @
verdreht wird, der nach Gleichung (11}, Seite DY, betriigt :

G = — o e e s sl e e

Die Arbeit, welche erforderlich ist, um den Stab aus seinem na-
titrlichen Zustand um einen Bogen o zu verwinden ist:

4
W o— /_-\! d &
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Werth aus (1) einfiihrt:

demmach, wenn man fiir M seiner

[

'-h' e 1 (&
\'\':/ 'T 2 d & =\—— l'” X s T Y

Heizsst man M, das Moment, welehes dem Winkel (.U"ltT\tEn'ivllt,

go hat man wegen (1):
M, 1

G o
Fiithrt man diesen Werth in (2) ein, s0 wird:

AL 2
W —1— o,
2 G u

Nennt man T die Intensitit der Verschiebungskraft in der von
der Axe entferntesten Faser, so ist nach (3), Seite 57

I'
M, = —
daher wird
e S (.l_.-*_"- 2
RO G 0 MO O R (2)

IPiir einen massiven cylindrirchen Stab von einem Durchmesser

. AL . 2 : 1 i
d ist das Trigheitsmoment , des Querschnittes gleich ;— d* und ist
k = — und dann wird aus (2):
S 1 | S
7 e e *
We=—" o8 ... ......®
wobei % das Volumen des Stabes bedeutet. -
Fiir einen Stab mit quadratischem Querschnitt ist o = ST
| 5
b . < ¥ 5 . E,
k= wobei b die Seite des Quadrates bezeichnet, und es folgt
aus (2):
T2
w S R A
BT i A el T ter i
Fiir einen Hohleylinder ist: o = -,-:-‘- (d* — d,%), wobei g der s ol
dunssere, 4. der innere Dure SR ! d RTNR, IR
d, Durchmesser , und k — demnach wird :

/d, N2
TJII!]

e
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Setzt man in diesen Formeln fiir 7 die Coeffizienten der Tor-
sionsfestigkeit, so erhiilt man die Wirkungsgrissen, welche dem
Abwinden entsprechen. Die Tafel Seite 36 (der Resultate) gibt fiir

. L 1 - L .
verschiedene Materialien den Werth von 1 fiir das Abwinden.
;

Wenn wir die Resultate vergleichen, welche wir fiir die Wir-
kungsgrossen gefunden haben, die dem Ausdehnen, Biegen und
Drehen entsprechen, so ersicht man, dass in allen Fillen diese
Wirkungsgrésse dem Arbeitsmodulus (Quadrat des Festigkeits-
coeffizienten , dividirt durch den Modulus der Elastizitéit), und bei
einfachen nicht ausgehshlten Formen dem Volumen des Stabs pro-
portional

forper von gleidher Feftigheit.

Es gibt Kérperformen, welche die Eigenschaft haben, bei ge-
wissen Binwirkungen von dusseren Kriiften in allen Querschnitten
gleich stark in Anspruch genommen zu werden. Man nennt solche
Kirperformen Korper von gleicher Festigkeit, weil bei denselben
die Wahrscheinlichkeit, dass eine Trennung der Atome eintritt, fiir
jeden Querschnitt gleich "gross ist. Derlei Formen sollen nun be-
stimmt werden.

Abfolute Fefligheit. Wenn ein aus einem homogenen Material
bestehender Stab mnach horizontaler Richtung eingespannt und ge-
dehnt wird, treten in dem ganzen Stab gleich grosse Spannungen
ein, wenn alle Querschnitte des Stabes gleich gross sind und stetig
in einander iibergehen.

Tst dagegen ein sehr langer stabformiger Kérper in vertikaler
Richtung am oberen Ende festgehalten, am unteren Ende belastet,
0 werden die Querschnitte eines solchen Stabes von unten nach
oben hin nach einem gewissen Gesetze zunehmen miissen, wenn in
allen Querschnitten r-|:|4-|1 grosse Spannungen eintreten H]”U'!

Nennt man p die an dem Stab hiingende Last, Fig. Tafel TV.,

das Gewicht von einem Kubikcentimeter des M: llLlldi* aus \\L'l-
tium der Stab besteht; % die Spannung, welche 1 ]ulnu Quadrat-
centimenter jedes Querschnittes eintreten soll: g den Querschnitt
des Stabes in einer Héhe x oberhalb des untersten Punktes. ¢ das

Gewicht des Stabtheiles wvon der Linge x, so 18t: G-+ P die den
P

Querschnitt @ spannende Kraft und o =1 die: Spannungs-

intensitit in diesem Querschnitt. Gieht man zu einem niichsten Quer-
schnitt iiber, der vom unteren Ende um x4 d x entfernt 1st, 80
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betriiot dag Gewicht des Stabtheils von der Liin y 2dx, I8l
demnach die spannende Kraft in niichsten Querschnitt
G+ yndx 4P, der Querschnitt selbst ran dieser Stelle @ 4 4.4,
demnach die Spannungsintensitiit %, Aus diesen
swei Werthen von o1 folgt:
Lod x
a
X
2] i RS o S B TR R T
wobei e — 2718 die Pasis der natiirlichen Logarithmen und G die In-
tegrationsconstante bedentet, Nun ist fiir den untersten (Juerschnitt
P a P
g and 3 "% demnach & ——, daher
! ]
L x
. : r X s
] 0 e RSl i |
=i

Diese Regel ist von keinem |||':i|;1:.-'r'!|1'11 Werth , denn es wilrde
zu schwierig und zu kostspielig sein, sehr lange Stiitbe oder Stangen,
z. B. Schachtgestinge mnach dieser komplizirten Form herzustellen,
welche der Gleichung (2) entspricht, ol

Wenn vertikale Gestiinge von so betriichtlicher Liinge hergestellt
werden sollen, dass ibr Gewicht gegen die angehiingte Last nicht
vernachlissigt werden kann, he man sich in der Praxis mit
einer Anniherung, die darin besteht, dass man das ganze Gestinge
aus einzelnen Stangen herstellt, von denen jede in allen ihren
Theilen gleich grosse Querschnitte hat, und den Querschnitt der
aufeinander Iln]_'..'_'l'lul.i'|| Stangen so bestimmt, dass die i“'-p;t.lllillri;:n'-
mtensititen in den obersten Querschnitten der einzelnen Stangen z
des ganzey |r':.='lii!|;'.~; ;_':|t"|i']| ZT0ss ansfallen. Mhade &

Diese Querschnitte werden auf folgende Weise bestimmdt :

Es seien a, a, a; : Querschmitte , 1, 1, 1, die Liingen der von
unten nach aufwiirts geziihlten Stangen des ganzen Gestiinges, Fig. 3,
J-‘ll- |\ TR ']-'Iw “t'\\'-l-;lf Vi I"I'III'\Ir :I\-I!illl\('i'll'lEI!H"lt'J' |||-.- ?l[;|11'1'i:ll.-=.
aus welchem die Stangen bestehen, 9 die .‘4|3:31|nulJl-_;'.HiuTt-n::Et:'[t in
dem obersten Querschnitt jeder einzelnen Stange. @ die unten am
Gestiinge hiingende Last.

Dies vorausgesetzt hat man:

o < M- -
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n = Y - 3 R i

a9 ™ W fy |I ¥) = --;-2 (Q 1+ a, |. y - a5 !J :’.’
1
— @+ Ly + s, aila

Hieraus folgt:

QO
a -
e
K Loa, 1y
.-t.—J 3 w R R L
; N — 5
ATR Lyt e L
= b
) 5 Y

- . -, ey | Kl W1 - J .
woraus die Querschnitte der zelnen Stangen berechnet werden

kénnen. Durch successive Substitutionen der Werthe von g, in a,,
yon s, und g, in a, und so fort findet man auch:

Q
f; -
N —1 5
Q&
A3 - ., (20
(M—1,4) (A 1y ¥) (2)
Q e
U 1, ) (A ls (B I3 #)

Srudyfefligheit. Wird ein Stab, der iiberall gleiche Querschuitte

hat, durch eine iussere Kraft gebogen, so entsteht in einem be-
ste Spannungsintensitiit; der

stimmten Punkt der Oberfliche eine
Stab ist demnach in diesem Querschnitt schwiicher als in jedem
andern, und ist demmach keine Form von gleicher Festigkeit,

sondern eine solche Form erfordert veriinderliche Querschnitte.

Nennt man M das Moment der #usseren Kriifte, welches die in
einem bestimmten Querschnitt eintretenden Spannungen und Pres-
sungen hervorruft , & die in diesem Querschnitt vorkommende
grisste H}:amm|:I~_:'.=i11||-|1-11:'[[. so hat man: M= & E, wobei der
Worth von E aus Tafel V. der Resultate des Maschinenbaues zu
(Querschnittsdimensionen und

nehmen ist. Driickt man £ durch di
M theils durch die dusseren [ riifte . theils durch die Position des

Querschnitts aus und betrachtet © als eine constante Grisse, s0

bestimmt obige Gleichung eine Form von oleicher Festigkeit. Wir
wollen mehrere Beispiele behandeln.

@rfies Beifpicl. Bin stabformiger Korper wird am einen Ende festge
halten. am andern belastet, Fig. 4., Tafel [V.. seine Breite oder Dicke
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snderlich b, seine Hohe hingegen veriinderlich. An der Be-

sel unver : : e
ich n, In emer i'-]l“i‘l‘llll]l;: x vom

festigungsstelle sei die Hihe g :
freien Ende gleich y. Nun gind fiir die Querschnitte A B und A, B,

die Werthe von M ;:|I'ie']| TR 1 P T e el & (B < P x

1
e Ty bl b v2
b 2 6 i

die Werthe von E ; :
Soll nun der Kérper iiberall gleiche Festigkeit gewihren, so

muss der Werth von & fiir alle Punkte von A bis ¢ unveriinderlich

bleiben . wir haben daher vermige M & E:
& (= -
i | |;'|I h? P — oy R LT
1] L+ )

Vermittelst der ersten dieser Gleichungen bestimmt man die

[(Pl]i-]':—zu]|][i[§ﬁ|li]:ji']l:&iil]l von A B. Durch Division dieser beiden Glei-
chungen folgt:

s VT 5
h \rf]......_._..{-_h

Dies ist die Gleichung einer Parabel, deren Scheitel in ¢ liegt.
Ein stabférmiger Korper von gleicher Dicke muss also ein parabo-
lisches Liingenprofil erhalten, wenn derselbe iiberall einerlei Festig-
keit gewiihren soll.

Diese parabolische Form ist fiir gusseiserne Korper von grisseren
Dimensionen ganz zweckmiissiz, denn sie ist in Gusseisen leicht
herzustellen, und erfordert nicht viel Material. Allein fiir Kérper
aus Holz oder aus Schmiedeisen ist diese form nicht geeignet, weil
ihre Herstellung verhiiltnissmiissig viele Arbeit verursacht, und iitber-
dies bei Holz die Abfille beinahe werthlos sind. TFiir diese beiden
Materialien ist es in der Regel angemessen, eimne ehenfliichige Form
zu wiihlen, die von der parabolischen nicht viel abweicht. Eine
solche Anndherungsform erhilt man auf folgende Weise. Nimmt

man ] - 1 so wird vermige (2) I\ 2 oder fiir x — i 1

MUss y — ], h  gemacht werden, um einen Punkt der Parabel zu

finden. ]
Nimmt man also Fig. b, Tafel IV,, ¢ A, = i OA== I I, AL By
1 1 : : 3 H :

=5~ AB = —-h, s0 15t B, ein Punkt der Parabel, die der glei-

chen Festigkeit entspricht. Verbindet man B mit B, durch eine gerade
Linie, verliingert dieselbe und zieht ¢ p parallel mit A B, so erhiilt man
ein Trapez A ¢ B D, und dies ist offenbar eine Form, welche annii-
hernd gleiche Festigkeit gewithrt. Von A bis 4, ist der parabolische, von

11;) BADISCHE 2
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A, bis ¢ der trapezformige Korper fester, bei A B und 4, B, sind

5 beide gleich fest.
Bweites Beifpicl. Conftante Hahe , verdnderlide Dicke. Lassen wir die
[Héhe constant, und nehmen die Dicke veriinderlich, so erhalten

El » Ty . - o LS il u ¥ ‘E: -
wir mit Beriicksichtigung von TFig. 6, Tafel IV., P 1 r: b h?
: 3 :
P x =—— = b Die erste dieser Gleichungen bestimmt wiederum den

Querschnitt an der Befestigungsstelle, und dwreh Division dieser
zwei Gleichungen ergibt sich zur Bestimmung des Horizontal-

= e (05 x % =
schnittes die Gleichung : — = ——; woraus hervorgeht, dass dieser
: % .

Horizontalschnitt ein geradliniges Dreieck ist.

Dritles Geifpiel. Geometrifdy-ihnliche Querfdhnitte. Stellen wir die
Forderung, dass alle Querschnitte des Korpers geometrisch-iihnliche
Rechtecke sein sollen, dann haben wir mit Beriicksichtigung von
Fig. 7, Tafel IV.:

&

Fl=—bh?, Px >y,
L] £ -

Die erste Gleichung bestimmt die Dimensionen an der Befesti-

i, : e : 1 b hi
gungsstelle. Durch Division dieser Gleichungen folgt: - =

oder auch :
b
1 ht h
— 6 T
X

Allein weil wir die Forderung stellen, dass alle Querschnitte
ks b

- . A
geometrisch-ihnliche Rechtecke sein sollen, so 1st —— —~, dem-

nach folgt aus obiger Gleichung:

; y e
L S \_x Sl . @
h 1
- 1 £ y % Sy
Wegen —h’— = = ist aber -— T demnach :
R._
i : fr x MR S - (117 - e
e o

Jede dieser zwei Gleichungen (1) und (2) entspricht einer kubi-
schen Parabel. Der Stab miisste also im Grundriss und in der
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Ansicht nach kubischen Parabeln verjiingt werden, um iiberall die
gleiche Festigkeit darzubieten. Diese Form empfiehlt sich aber nicht
fir die Ausfiihrung, demn ihre Herstellung verursacht sehr viele
Arbeit. und iiberdies ist auch diese Form sehr unschén. Man: thut

auch hier am besten, eine Anniiherungsform zu wihlen. Setzt man
. X 1 . y 1 % | .
in (1) und (2) = —— 80 findet man e - z =
o . ’ 1 . 1
Macht man Fig, 8, Tafel 1V., ¢ A, + CA, ,B,=—5 AB
E, F, — E F und verzeichnet die Trapeze A ¢ BD, E FGH, 80

s Anniherungsform, die leicht aus-

IP['.‘-’sii]HJlll'll Il‘li'l""—‘" l'ilE'_' _:_\"l"{'ll:j\'lll:it
eiche Testigkeit darbietet und auch

gefithrt werden kann, beinahe g
beinahe nicht mehr Material erfordert, als die komplizirte Form
mit zwei kubischen Parabeln.

Viertes Deifpicl. Wotationsfldche von gleicher Feftigheit. Fiir eine Ro
tationsfliiche, Fig. 9, Tafel IV., hat man:

Die erste dieser Gleichungen gibt 4

der beiden Gleichungen findet man:

e
—
—
3

Dies ist abermals eine kubische Parabel, also eine sehr schwierig

auszufithrende und sehr hiissliche Form.

1 .
Fiir — — wird
=

Bildet man also einen abgestumpften Kegel, Fig. 10, Tafel TV,

der in einer Entfernung —- 1 vomdiinnen Ende halb so dick ist, als u
an der Basis, so ist dies eine Anniherungsform an die kubische
Parabel.
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Korperformen von gleidher Fefligkeit gegen Biegung durdy
Bufammendriickung.

Fiir einen Stab, der durch eine Kraft, welche nach der Richtung
der Axe wirkt, zusammengedriickt und gebogen wird, haben wir
nach Seite 42 und 43 folgende Resultate:

(1)

Die Bedeutung der einzelnen Grossen ist Seite 41 angegeben.
Nennt man 17 die Intensitit der Pressung, welche in dem Punkt 4
herrscht, Fig. 6 und 7, Tafel IT1., und setat m g %, 50 muss der
ersten der (Gleichungen (1) entsprochen werden, wenn man p gleich
77 und : gleich — », setzt. Man erhilt daber:

Picoa o Py
I 7] TT—;I—_"..-....{?I

Ist die Biegung sehr schwach, so darf man sich erlauben, cos ¢

gleich 1 zu setzen, und dann wird :

Eospop e vein dihs S ABIRED

JL Z E

I7

Wenn wir nun die Bedingung stellen, dass der Kiirper in allen
QQuerschnitten gleich stark in Anspruch genommen sein soll, so
muss 77 fiir jeden Punkt der Linie B B, B ein und denselben Werth
haben. Verlangen wir iiberdies, dass alle Querschnitte des Kirpers

geometrisch-iihnliche Figuren sind, so 1st Z fiir alle Querschnitte

b
-

-__

constant. Der Werth von 77 fillt also in diesem Falle wegen (3)
constant aus, wenn _1 fiir jeden Querschnitt ein und denselben

Y 3

Werth (!} i i—i) I'ﬁ-r.. hat.

Setzen wir:
g Py =z ¥ b, ‘)
= }‘_. L"I'Ji == ? /._, _E K v ceiiml o e K

so wird die zweite der Gleichungen (1):

S i s S

d? v Pk
dx? 2

Redtenbacker, Mapschinenbau,

BLB BADISCHE o
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In dieser Gleichung ist aber in unserem Falle » eine Funktion
vom . Weil wir voraussetzen, dass alle Querschnitte geometrisch-

ihmliche Figuren sind, so kinnen wir der Grisse £ die Form geben :
E 1 R

mnd es ist dann m eine von der Grisse des Querschmittes unab-
hiingige Grisse, oder eine Grisse, die fiir afle Querschniite des
Stabes einerlei Werth hat. Wir erhalten nunmehr wegen (4):

¥ k E AT i e T Ut w Wemhiles T

Wiire die Gleichung der Axenfaser schon bekannt, so wiirde
man vermittelst dieses Ausdruckes diejenige Begrenzungslinie des
Stabes finden, welche einer durchaus gleichen Festigkeit entspricht.

Allein die Gleichung der Axenfaser ist noch ht bekannt, und

ist selbst von der Begrenzungslinie des Stabes abhiingig, man muss
o

demnach beide Linien direkt zu bestimmen suchen. Dies geschielit auf

folgende Weise. Aus (7) folgt durch Differenziation :

dy km8z* dz, -'|'-'_\. Skm(2d?z -+ 22 dzY)
Fithrt man diesen Werth in (D) ein, so 1l"|?»'ji3
31 %! d'x 2zdz? Pk
m
s 'y
oder :
LA ' d e\ ¥
- a* = L9 g8 dz I
Qx> N d x 3 m g

Setzt man zur Abkiirzung :

dme

i dz fd z\2
A 0 ¥ e ]
adx3 - 2. 2 L'! .‘} Fi o e gt g S RN

Das Integrale dieser Gleichung gibt die Begrenzungslinie, welche

R LT ol TR g T 3 =t e

80 wird :

einer gleichen Festighkeit entspricht.

Setzt man, um die Integration zu bewerkstelligen :

(.l:_\)‘ Bo a0 A R Ll L)

s0 wird : ¥
d?z i1 du
Iz = 13
)
I
!
- - goaT .z
BADISCHE
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und die Gleichung (Y) wird :

1 du : .
Sl = s
2 d z 5 4
oder:
d = 1 z! d n
TR eE L g PR
Setzt man hier weiter :
A* + 2 n =zt v (12)
demnach :
dv—4uxdsz
dv=—232*dot+4nzsde, do—m————

so wird die Gleichung (11):

dz I dv—4dnzdsz

% 2 2w

oder wenn fiir u sein Werth aus (12) eingefiihrt wird , findet man
nach einigen einfachen Reduktionen :

d = i dv
e ey

Das Integrale dieser Gleichung 1st:

1
W ey . o= i
lognat z -+ logght (v -+ 4%)° = Const ‘

A

(.lLl“l =
o PCH e AN I
o R P )
(¥ -1+ &7)

wobei A die Constante der Integration bedeutet.
Setzt man fiir v seinen Werth aus (12), so wird:

A?
2 (A + n 29
und hieraus folgt:

oder wegen (10):

VE _»e

Sk - s g e T R et )
dx #2

Nennt man 21die ganze Liinge des Stabes, r den Werth von
e dems gy
« Hiir x 1, 80 ist fiir s —1r % )

BADISCHE E:
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demnach :

folglich :

- P " | 22 d =
d =z A v = y <rl[l"|' dx =— =
d = : w3 AoV — 22
£ , oo :
Das Integrale dieser Gleichung ist:
1 - 2 — gt -1 : T 1 8
X —— ( z Vet L L Are sin - ) - Const
A o 2 I
\
oder weil fiir x o = o wird, so ist Const — o, demnach
£ % % / [z 43 A
- | Are sin — — \’ 1 { . . o D)
e A ¥ r |'/I
\
fiilr x = 1 wird z = r, demnach
.lg‘l r? 5 Y o i
J 1 Are sin e e « w s 418)
"e 24 ¢ A B i 4
i
Durch Division von (15) und (16) folgt:

(i -3 ~ & e ] 3 a, fu\? 21
(I 8w \ — | Are sin— Vi) - - am
i ey

Die Gleichung (16) gibt endlich, wenn man fiir ; seinen Werth
aus (8) einfiilnt:
||
& 18 e N
|'|:5|“. T R DA [ A
Nennt man g, den Werth von g, welcher dem mittleren Ouerschnitt
1 . . . K . 1475
des Stabes entspricht, so ist wegen (6) m = I' , demnach wird (18):
3 r |
- 1 E 1 L
T Sl i ) .
|
Diese Gleichung bestimmt das Tragungsvermigen des Stabes,
oder bestimmt, wenn P gegeben ist, den mittleren Querschnitt des
1l

Stabes. Fiir einen Stab mit kreisformigem Querschnitt ist:

e
BadenWiirttemberg



und dann findet man:

i

Nennt man 4 den Durchmesser des Stabes in der Mitte, L — 21
die totale Liinge des Stabes, so wird :

P B T R e (20)

Vergleicht man diesen Werth von P mit jenem , der fiir einen
cylindrischen Stab gefunden wurde, so sicht man, dass das Tragungs-

.;
vermogen des Stabes von gleicher I "estigkeit gleich ist —— von jenem

eines cylindrigchen von gleicher Dicke.

g g A . : : 3
Aus (7) folgt z = \ I-\r‘ . TFithrt man diesen Werth von =z in
- 3 n
(17) ein, so ergibt sich eine Bezichung zwischen x und y und dies
ist die Gleichung der gebogenen Axenfaser.
Die Gleichung (17) gibt:

ay & , -
fiir — = 0 030 025
_1L 0224 0038 00106

Hieraus erkennt man, dass man eine Stabform findet, welche
annithernd einerlei Festigkeit darbietet, wenn man an den Enden
des Stabes Querschnitte annimmf, welche dem mittleren Querschnitt
geometrisch dhnlich, aber linear halb so grogs sind und diese End-
querschnitte mit dem mittleren durch 'H‘l’udu Linien verbindet., Es

% = x

ist nimlich fir — = 05, + = 0058, also x beinahe gleich Null.

Aequivalens der @uerfdynitte.

Wir sagen, zwei Querschnitte seien fiquivalent (gleichwerthig),
wenn dieselben unter gleichen Umstinden einerlei Festigheit ge-
wihren.

Dige Hinsichtlich der absoluten Festigkeit gind alle Querschnitte von
i aleicher Grisse Hquivalent.

Hinsichtlich der Bruchfestigkeit sind zwei Querschnitte fiquivalent,
wenn fiir dieselben die E-Funktionen (Tafel V. der Resultate fiir
den Maschinenbau) gleichen Werth haben.

BADISCHE
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56
Ein runder und ein viereckiger (Querschnitt sind demnach hin
gichtlich des Bruches #iquivalent, wenn:

1 w
— b ht = X q
3 2 32

Hieraus folgt:
g 3 x® ./ b\
d "/_:52_ e (--I_{j 9 Srsae bt

Diese Regel ist bequem, wenn fiir einen runden Querschnitt ein
dquivalenter rechteckiger gesucht werden soll. Es sei z. B. fiir
einen Cylinder von 10 Centimeter Durchmesser ein Rechtecht zu
suchen, in welchem sich die Hohe n zur Breite v wie 2:1 verhiilt,

I : . A . -
Dann hat man 4 = 10, —i'— — 2 und die Gleichung (1), so wie die
']
Tabelle Seite 30 der Resultate des Maschinenbaues gibt:
h 1056

— = 1056, h = 10566 und b =

3 — == b2k

Ein runder und ein ellyptischer Querschnitt haben einerlei re-
lative Festigkeit, wenn:

x |t' = T

T Ti-.'-*- b h?

wobei h die mit der biegenden Kraft parallele Axe des ellyptischen
Querschnittes bezeichnet.
Hieraus folgt: 3

=V

Die Last Q, welche ein Stab aufrecht stehend zu tragen vermag,
ist Seite 46 gefunden worden :

0 s B =
I.

Zwei Stiibe aus einerlei Material und von gleicher Linge werden also
g.IEW].I sicher tragen, wenn fiir dieselben die Werthe von z g iiber-
einstimmen, d. h. wenn die Trigheitsmomente der (Querschnitte
gleich gross sind.

Ein runder und ein rechtekiger Querschnitt haben daher einerle;
Tragfihigkeit, wenn :

o
Eq
o

BadenWiirttemberg
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wobei 1 die kleinere von den Dimensionen des Rechteckes bezeich-
net. Aus dieser Gleichung folgt:

PV

Ein runder und ein elliptischer Querschnitt geben gleiche Trag-
kraft wenn:

X x h
e endk
h AT
J 1 - - - . .
woraus folgt: — ‘/ T waobei b diekleinere Axe des elliptischen
q

Querschnittes bedeutet.

Allgemeinfter Fall des Gleidygewidytes cines im nabiviiden Buftande
keummen Stabes.

Betrachten wir nun den allzemeinsten Fall des Gleichgewich-
tes eines im natiirlichen Zustande gekriimmten Stabes, indem wir
annchmen : 1) die Axenlinie des Stabes sei im natiirlichen Zustande
desselben eine Linie von doppelter Kritmmung; 2) die dusseren,
auf den Stab einwirkenden Kriifte seien in beliebiger Anzahl vor-
handen, und ihre Angriffspunkte befinden sich an beliebigen Orten.

Es sei Fig. 1, Tafel V., A M B ein Stiick der Axenlinie des Sta-
bes im natiirlichen Zustande desselben, M, N, P drei unendlich wenig
von emander entfernte Punkte der Axenlinie. Denken wir uns
durch diese drei Punkte eine Ebene F gelegt, so ist dieselbe die Kriim-
mungsebene des Bogenstiickes M N P, Legen wir durch die Punkte
um und ¥ Normalebenen E E, (d. h. Ebenen, die in den Punkten M und
N sen me stehen, auf den Berithrungslinien, welche in diesen Punk-
ten an die Axenlinie gezogen werden kinnen), so schneiden sich die-
selben in einer auf der Kritmmungsebene senkrecht stehenden Linte
il 0 K, und die Entfernung des Durchschnittspunktes 0 dieser Linie
mit der Kriimmungsebene T von M oder' N bestimmt den Kriim-
mungshalbmesser des Kurvenstiickes M N, Nennt man diesen Kriim-
mungshalbmesser ¢ss 50 ist gs = O M O N.

s sei Fig. 2, Tafel V., dn‘ QQuerschnitt des Stabes durch die
durch M gelegte Normalebene 5, 0 Mz die Li inie, in welcher die Ebene
E dieses Querschnittes durch die Kriimmung schene I p,vu.{]numn wird ;
M x eine auf M z senkrechte Linie, die also parallel ist zur Durch-
cohnittslinie i 0 k der durch M und N gelegten Normalebenen E Ey-

BADISCHE
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Wir nehmen auch bei dieser Aufgabe an, dass durch die Form-
verinderungen, welche die #usseren Krifte veranlassen, die relative
Lage aller Atome eines und desselben (Querschnittes nicht veréindert
1\.'1'-.r‘|]|', und dass alle Atome, welche im natiirlichen Zustande des
Siabes in eimer durch das Atom M gelegten Normalebene liegen,
anch nach erfolgter Formiinderung in einer Ebene liegen, die ge-
funden wird, wenn man durch das gleiche Atom M eine Normal-
ebene zum deformirten Axenelement legt.

Nehmen wir einstweilen an, dass durch die Einwirkung der dusseren
Kyifte weder eine Ausdehnung oder Zusammenpressung der Axen-
faser. noch eineTorsion der durch M und N gehenden Querschnitte,
sondern nur allein ¢ine Biegung eintritt, in Folge deren die Durch-
schnittslinie £ 0 K der durch M und ¥ gehenden Normalebenen £ E,
nach H, 0, K, rilckt, so ist die auf diese Linie senkrechte », M 0, , die
Linie, in welcher die Kritmmungsebene des gebogenen Axenelementes
die durch.das Atom M gehende Normalebene g scheidet. Ziehen wir
M x, senkrechtaufM g, nennen den Winkel x M x, gund M p ;
m P ¢ Mp & mp ¢, die Coordinaten irgend eines Atoms
m des durch M gehenden Normalguerschnitts des Stabes, , den

Kritmmungshalbmesser des gebogenen Axenelementes M N und d 4

eenen Zustande die durch M und N Be-

den Winkel, den im geb
henden Normalebenen miteinander bilden, endlich 4 s, die urgpriing-
liche l,ii'ng:: des Faserelementes M N.

Dies vorausgesetzt ist:

die urspriingliche Linge des durch den Punkt m gehenden, zwischen

‘]1'11 )“‘ll'lﬂFih'h('I]i"Jl l‘t]f!li!ili_‘]]t'll Faserelementes.

d 8, (I = )

(1

die Linge des gleichen Faserelementes nach erfolgter Biegung.
Demmnach :

die in Folge der Biegung in dem Faserelement eingetretene Ver-
lingerung, Nennen wir ¢ die Spannungsintensitit, welche diese Aus-

dehnung in dem Faserelement, dessen urspriing
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war, hervorgebracht hat, . den Modulus der Elastizitit des Materials,
o ist nach dem Stabausdelmungsgesetz:

_ e ¢ ey SN g
4 d 1”(“—'-——-‘]. "--“u(J + = |—
\ a o | Pa &

In allen Fillen der Anwendung sind die Querschnittsdimensionen

eines Stabes gegen die Kritmmungshalbmesser sehr klein , kann man

demnach - gegen die Einheit vernachlissigen und dann folgt aus
2 .

» >
. f(“—} o)
2 o

Bisher haben wir angenommen, d

obigem Ausdruck:

ass die dusseren Kriifte nur
eine Biegung, nicht aber eine Dehnung des Axenelementes M N ver-

anlassen. Findet auch eine Dehnung statt und betrigt die Intensitit

S : i : I I B
der dehmenden Kraft 8, so izt die Spannungsintensitit des Faser-
elementes bel m:
f & £ )
i 84—~ : ROy e
e e

Zwischen den Coordinaten ; ¢ und ¢, & bestehen die Beziehungen :

g = tcog 8+ £sin § '

& Epos 4 — ¢ sin ."{f

Fithrt man diesen Werth von ¢ in (2

ein, so folgt:

6 — & + {l:.\ : o

g . fcos 8 1A . sin &
’ rlt) i..._..m
| @ oa e

(¢ cos 84 & sin & e )

Odﬁ’l'

-.\;l']]]ﬂ man d f i,l{‘]} |[|]c‘ninil'h 1{|['il.‘€."!] ‘:“HI']‘H']Illill I_'i]tL'H ih__‘i m be-
findlichen Faserelementes, so ist fm[  die Summe aller Spannun-
gen und sind ff, df &, /f; df ¢ die Summen der Momente aller Span-
nungen, in Bezug auf die Axen mx und My und wir erhalten:

foar—fls4e]e (2E-L) +e 28]

e
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focar=f{ste[e (50 ) + e8| Jea

ationen nur allein

N dass der Voraus-

Berticksichtiget man 1) dass fiir diese Inte

! nnd & '.':1|'|-:||Jl.'i, 5 |;“.-|.._.I r|:'|_r_\\'c-;_-'l-|;c-|||s,~.1:||-.' sind :

[ TR ; ol s SRl SR v
setzung gemiiss M der Schwerpunkt des Querschnittes ist, nennt

- - 2 b & - I»' 3 1 g
diesen Querschnitt und setzt zur Abkiirzung

ferdr (-j:'] [ A

Siar=(

so werden obige Integrale:

fi ar =80

[&{-Ir' £

;”.t‘l‘l":'_‘,'l'll wir iI'I].I' von den fusseren [\-|'i.”-!'.".'l, \\l']l']l!' aut li_il_w lJI"‘l

M beginnende und bis an sein Ende B fortgehende Stabstiik einwirken,
in drei Seitenkriifte X v zZ und zwar so. dass dje Richtungen von
X und z parallel sind mit den Coordinatenaxen M x M z und dass
Y parallel wirkt mit der zum Punkt M des Axenelementes gezo-
oenen |{I']"lll]I]'I]rl:_['*ll-lllil'.' nennen ferner x y » die Coordinaten des An-
griffspunktes einer dieser Kriifte, so sind ¥ (v Zy) = (Yx — Xy)
die Summen der Momente dieser Husseren Kriifte in Bezug auf die

Axen M x und M z und zZwa

ind diese Momente so berechnet, dass
sie bei m eine Dehmung hervorzubruingen streben. Endlich
Y (Xz — Zx) die Summe der Momente dieser

Axe My (die mit der

ist

Krifte in Bezue auf die

Tangente an den Punkt am zusammenfillt).
Fiir den Fall, dass das Ende des Stabstiickes, dessen Gleich
gewichtszustand wir untersuchen, nicht ganz frei, sondern festge-
, 80 kann man das Stabende doch so
behandeln, wie wenn es vollkommen frei

o

halten oder ein respannt wi

vorausgesetzt , dass

man am Stabende gewisse Kriifte ¥ 9 3 und Momente ( _\i)( M} ( .\!)
X

Y =

B )
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cinwirken lisst, und zwar die Krifte nach Richtungen, die mit den
Axen M x M y M z parallel sind, die Momente in Bezug auf Axen,
die durch den Schwerpunkt der Endfliche des Stabes parallel zu
Mx My Mz gelegt sind.

Um die Gleichgewichtsgleichungen aufstellen zu kinnen, haben
wir noch die Torsion des Stabes zu heriicksichtigen. Durch die
Torsion des Stabes wird bewirkt, dass das zwischen den Normal-
ebenen E und E, enthaltene, bei m befindliche Faserelement eine
schwache Verlingerung und dass seine Richtung gegen die Nor-
malebene E eine Neigung erhiilt. Allein wenn wir annehmen, dass
alle Formiinderungen sehr schwach sind, so wird der Einfluss der
Torsion auf die Spannnung s verschwindend klein, kann man
also die Ausdriicke (6) auch noch gelten lassen, wenn eine schwache
Torsion vorhanden ist. Die aus der Torsion entstehenden Abschie-
bungskriifte miissen jedoch in Rechnung gebracht werden, denn sie
gind es, welche den auf die Drehung um die Axe My wirkenden
iusseren Kriften das Gleichgewicht halten.

Nennen wir L':‘ ] das ‘heitsmoment des Stabguerschnittes

in Bezug auf die Axe y, G den Modulus der Elastizitit fiir Torsion,
46 den Winkel, um welchen die Normalebene E, gegen die Normal-
ebene E gedreht wird, so ist nach Gleichung (11), Seite 59 der Tor-

1 &
e T c S
( y e o ket e gt DA B (7)

das Torsionsmoment , welches allen im Querschnitt vorkommenden

sionstheorie :

Verschiebungskriiften entspricht.

Da nun die zwischen den Ebenen g und g, herrschenden Span-
nungen und die in der Ebene von E wirkenden Abschiebungskriifte
im Gleichgewicht sein miissen mit allen dusseren Kriiften, die auf
das Stabstiick einwirken, das bei M beginnt und bis ans Ende fort-
geht, so hat man folgende Gleichungen:

bt
[

2 — £x) ['}F m d8
— 20 =6( 7 )4
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Dabei sind aber in der Summe x auch die Kriifte ¥ 9 3 und

N )
Momente ( i]) { ;J ] { : ] mit eingeschlossen.

n bestimmt die Spannungsintensitiit 8

e erste dieser ‘:l\‘il'lll!li_'_'\
‘ : : ; vin i
des Axenfaserelementes M N, die zweite und dritte dieser (leichun

gen bestimmen den Winkel s und den Kriimmungshalbmesser g

Sind diese Grissen bestimmt, so kann man vermittelst Gleichung
(4) die Spannungsintensitit ¢ fiir einen IH'Eil.']I-I.}_"f'H Punkt m des
Querschnittes bei M bestimmen ; die vierte der Gleichungen bestimmt
endlich den Torsionswinkel.

Tim die Gestalt der deformirten Axenfaser zu finden, miissen

allerdings auch noch die Differenzialausdriicke fiir den Kriimmungs-
halbmesser in Rechnung gebracht we rden, was in vielen Fiillen zu
iusserst verwickelten Rechnungen fithrt, in manchen Fillen geben
aber schon die Gleichungen (8) die Losung der Aufgabe. Bevor
wir jedoch zu den Anwendungen iibergehen, wollen wir noch mehrere
|

Punkte des Problems erkliren.

Betrachtet man in (4) ¢ als eine Constante, so ist diese Gleichung

. o * ] - ]1 A 1 ‘
in P g auf ¢ und ¢ eine Gleichung des ersten Grades, woraus
man sieht, dass alle Punkte eines und desselben Querschnittes, in
welchem emerler .“;[J:mnlq!l:r_" herrscht, eine ll_"'l.'i'FIfll' Linie bilden.
Nennt man o den Winkel x M x,, den eine durch M zu dieser geraden
Linie von gleicher Spannung parallel gezogene Gerade mit der
Axe M x ]-”1[:-1. 50 i.-'T:
sin 8
tang (o ) = — _r') | — — s
cos & ;
fegihit co8 B— L.
e £o i [
r:(l(']':
sin 8
tang o = T ey P o elienow kSN
cos &
Suchen wir eine in der Ebene des Normalschnittes . also in der
Ebene der X % ]ft'-;i‘!'lu!l' F,‘I'llil'. welche eine _-‘;.!\-]H- Jiiu'h[‘HiFE hat, dass
sich die statischen Momente der iinsseren Krifte - auf diese i

Linieals Drehungsaxe genommen aufheben. Nennen wir, den Winkel,

den diese Linie mit der Richtung M » bildet, und legen durch M ein
Coordinatensystem Mx, My, Mz, so dass My, mit My Mz mit

Linie iibereinstimmt, die mit Mz einen Winkel v bildet, so

obiger
§ v I Enha T - - 1 3 -4

hat man zuniichst zur Bestimmung der Coordinaten s, Vs %y GINes
Punktes in Bezug auf die

]

Pystem ;
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X3 == X 008 y — £ Bin g
Ya—=1% ST S e R L) |
Ty = % Q0B y¥ =+~ ¥ sin ¥

Zerlegen wir ferner die Kriifte X v z nach dieser neuen Coordi-
natenaxe, so ist:

Xa =X cos y — Zgin y l

Y. — % (1)

Zy == % cos ¥ -+ X sin 4 1

Hieraus findet man fiir die Summe der Momente in Bezug auf

die Axe O zy:

FEXexy— X5 7a) = Z [¥ (x cos y — 3 6in y) — (X cos y — Z sin y) ¥l
oder :
F(Yoxs —Xay) = cosy T(YTx — Xy} —singy & (Y2 — Zy)

Diese Summe verschwindet, wenn :

(Xzx—X7

AT (12)

o
tang y ==

Vermoge der zweiten und dritten der Gleichungen (8) ist nun auch :

cos & 1N fm sin 8 [ m
(Y x — X y) [\ o g..) Ei’)' 0 {\E

Lyl jcos & i A m' sin & ( m \
o b = )
( e aj.;,l L& o \5 -'./I

Pl b
-
\.
o~

] A\ {m
ML tang & [ '}
¥ x — Xy £ g

CE 5 — Z ¥) T (ill) LT {" m lF
- iR - £

(4

(13)

¥

b b

o 1

Wegen (12) und (13) wird:
(m\ I o { m)
&¢ T e 3
tang y = ’ ~- T e T L el -
E 7 ( ;.]) LETREE (IIL)
\ ¢ L]

Wenn der Querschnitt so geformt ist, dass er durch vier unter
45° gegeneinander geneigte Ebenen in acht congruente Parthien getheilt
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werden kann und wenn ferner die initiale Kriimmung des Stabes
von der Art ist,
v 1 - D . ( m [ :n‘ m
[I;m]dum-ilur [Figrur iitberemnstimmt, soist (- . o und .
= ? 55 & ¢

und dann wird vermige (14):

dass die Kritmmungsebene des Stabes mit einer

tang y = tang «

d. h. unter diesen beiden Voraussetzungen steht die Richtung der
Linie in Bezug auf welche sich die Momente der fusseren Kriifte
aufheben, senkrecht auf der Linie, in welcher einerlei Spannung

herrscht.
Cocffisienten fiir die Feftigheit und Elofiizitat der Materialien.

Die folgende Tabelle enthiilt die Coeffizienten fiir die Festigkeit
und Elastizitiit tlt']’j‘l‘llil\_"'c.‘h Materialien, welehe im Maschinenbau vor-
zugsweise verwendet werden,

Columne 9 Coeffizienten fiir die absolute Festigkeit per 1 Qua-
drat-Centimeter.

Columne 8 Brechungs - Coeffizienten per 1 Quadrat-Centimeter,

Columne T Coeffizienten fiir den Bruch durch Abwinden.

Columne ; Modulus der Elastizitiit der Materialien zur Berech
nung der Ausdehnung, Zusammenpressung und Biegung der Korper.

Columne ¢ Modulus der Elastizitit der Materialien zur Berech-
nung der Torsion von Stitben.

Sia
Columne L.

A re 2
= l-nvﬂlZIL‘llll}u Zur ].’-l-‘:'L-L'hnu”"; |1L!]‘ \‘n Il‘kllll\'_:'.‘i.‘_."']'lJ.‘-':"-l"ll,
welche zum Abreissen der Korper erforderlich sind.
' B 114 =
Columne = Coethzienten zur Berechnung der Wirkungserissen,
welche zum Abbrechen der Korper erforderlich sind.
' d i s w &
'.-uhmuw—‘_—, Coeffizienten zur Berechnung der Wirkungseriossen
M < L= bt | )
welche zum Abwinden von Stiben erforderlich sind.
Die Coeffizienten sind simmtlich die mittleren Werthe der zahl-
reichen Versuchsresultate iiber die Festigkeit der Materialien,

o
Eq
o

BadenWiirttemberg



95

Bufammenficllung der Coeffisienten fiir die Feftigheit und Claftizitdt
der Mlaterialien.

| Material. % | B| T ¢ TR . B
I & £ G
ETRE T Tl R R 5 e G Sl i
Fichenholz . . 120| 7001 2800 1200001 48000 4-3 4| 16|
| Eschenholz . . | 1195| 900| 478| 112000] 44800f 13 | 72| 51
|| Tannenholz. . 86d| 600| 2401 100000] 400001 72| 3-6 |1-44
| Buchenholz . . 805| 720] 321] 930001 372001 6:9 | b6 | 2:8
Schmiedeeisen |
(ditnm) .+ « - « | 435017000 7000[250000011000000] T4 | 20 | 47
i Schmiedeeisen, : 2y
dickere Stiibe | 33004000} 4500]1500000] 600000 7-2 | 10-6)33.7]|
: |; Eisendrath . . | 7T000] — | 1800000| 720000 27| — | —
|| Gusseisen . . { :':'[:::,l 00[ 3000[1000000| 400K mm'!r ié’ 9 1225
|| Gussstahl . . . |10000 15auu!|w 001200000010 9600001 40 | 1288 104
| Stahl, mittlere
[ Qualitit . .. | TH00] — | 7500/300000011200000| 18 | — |46:8
If Stahl, ordiniive | |
[ Qualitiit . . . | 3600 [ 3600(2000000] 800000, 6| — | 16 |
(| Kanonenmetall | 2600 2300{ 700000 360000 10 | 14°7
i: Kupfer, gehim- ‘ ' Big
T A S 26000 — | — 11310000 2 16875 =
|| Kupfer, gegos- | _ |
| sen: JiEiER 1300] — | 2000 | — - I
[| Messing . .. .| 13( |tal“_’:3?*li 2100 645000| 258000 26 | T:9 Ii-l-l
[| Zinn . .. ... 3533| — | GOS| 320000 — i =
B 53 e 128 | 458 40000 008'] |
| Zink e 199| . Bl e
GHag . oo 248| - =5 9000 Sl e
| Kalbleder . . . | 200 —: |4 301 43 -
‘i Gegerbtes [
| 'Schafloder. .| 110} —! — o )
Il Weisses Ross- |
| leder .. ... 272| - : 748 99
| Diinnes Ross- ,
leder .....| 218 [ — 476 S W 101 ==
| Corduan Ross- ‘ y
leder uaie ais 114 — - ol — |-
|| Kuhleder . . . 271 — 19 iy e
i Hanfseile . . . 10 Lk s . Caat
|
| i
| ! I

BADISCHE
BLB LANDESBIBLIOTHEK




e e—

96
Erfahrungsrefultate iiber die Elafizititegrense.

Nennt man :

9 die absolute Festigkeit,

q die riickwirkende Festigkeit,

o, die auf cinen Quadrateentimeter bezogene Spannungskraft an der
Elastizitiitsgrenze der Ausdehnung,

$, die auf einen Quadrateentimeter bezogene Zusammendriickungs-

kraft an der Elastizititsgrenze,

die lineare Ausdehnung eines Stabes an der Elastizititsgrenze,

; die lineare Zusammendriickung eines Stabes an der Elastizitits-
grenze,

5o hat man der Exfahrung zufolge annihernd nachstehende Resultate:

| | | '
H i 5|
I Material. o 5 T . Iy l
‘! |
. ) 4 I I | '
Il Schmiedeeisen . — (-4 | 04 | ]_ I I
[ b | 1250 | 1250 |
T 4 S I 1
Fisenblc SohL =
isenblech = T 1 % 1222 | ],—,__,__Jli
& 4 [i
[ Eisendraht . . . . . | — 04 | 04 :-. ‘ a'-JI" I
) bl T3 ] e d
I '
I : 4
I Grasseizsen . . s . . | 5 3] I, P || » ‘ 1|
| | % } iz 13 Fad
e | 1 |
Pannenholzz 20 0 g -l- a :
= ! | ) W0 | 666
: Fichtenholz . . . . i _' ]. l.. _l.. : ! I .
[ PR T o A 36 | Ti4
i |\’|’l'|]"|'||§'|\l|% - - . . . . - - I ] -'-.l--- l ]
| 2 (3 RES 2
| | i ]
[Fharchenhely: VeSS0 TEr L, ] I- | I : ! il
[ 2 e P 400 533 |
4 1 2
Il Eichenholz . 7 e - _.._.l.l_ | ] 1 | 1
| ‘ 3 | 3 ‘ { 169 | 563 | i
| | I
| | | i
....... . — =
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