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wWobei h die kleinere von den Dimensionen des Rechteckes bezeich -

net . Aus dieser Gleichung folgt :

4
— . 2 ( 70

Ein runder und ein elliptischer Querschnitt geben gleiche Trag -

kraft wenn :
* h33
32

4 2

4
1 3 8

woraus folgt : ＋ V wobei b die kleinere Axe des elliptischen

Querschnittes bedeutet .

Allgemeinſter Fall des Gleichgewichtes eines im natürlichen Buſtande

krummen Stabes .

Betrachten wir nun den allgemeinsten Fall des Gleichgewich -

tes eines im natürlichen Zustande gekrümmten Stabes , indem wir

annehmen : I ) die Axenlinie des Stabes sei im natürlichen Justande

desselben eine Linie von doppelter Krümmung ; 2) die äusseren ,

auf den Stab einwirkenden Kräfte seien in beliebiger Anzahl vor -

handen , und ihre Angriffspunkte befinden sich an beliebigen Orten .
Es sei Fig . I , Tafel V. , A M B ein Stück der Axenlinie des Sta -

bes im natürlichen Zustande desselben , M, N, P drei unendlich wenig

von einander entfernte Punkte der Axenlinie . Denken wir uns

durch diese drei Punkte eine Ebene F gelegt , so jist dieselbe die Krüm -

mungsebene des Bogenstückes MNP . Legen wir durch die Punkte

u und N Normalebenen E E, (d. h. Ebenen , die in den Punkten x und

senkrecht stehen , auf den Berührungslinien , welche in diesen Punk -

ten an die Axenlinie gezogen werden können ) , s0 schneiden sich die -

selben in einer auf der Krümmungsebene senkrecht stehenden Linie

H 0 K, und die Entfernung des Durchschnittspunktes o dieser Linie

mit der Krümmungsebene F von M oder N bestimmt den Krüm⸗

mungshalbmesser des Kurvenstückes M N. Nennt man diesen Krüm :

mungshalbmesser 65, s0 ist % = οον σ Oο N.

Es sei Fig . 2, Tafel V. , der Querschnitt des Stabes durch die

durch M gelegte Normalebene E, O M die Linie , in welcher die Ebene

E dieses Querschnittes durch die Krümmungsebene E geschnitten wird ;

Mx eine auf Ma senkrechte Linie , die also parallel ist zur Durch⸗
Schnittslinie H 0 K der durch M und N gelegten , Normalebenen E Ei :
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Wir nehmen auch bei dieser Aufgabe an , dass durch die Form -

veränderungen , welche die äusseren Kräfte veranlassen , die relative

Lage aller Atome eines und desselben Querschnittes 1 65 Verändert

werde , und dass alle Atome , welche im natürlichen Zustande des

Stabes in einer durch das Atom M gelegten Normalebene liegen ,

auch nach erfolgter Formänderung in einer Ebene liegen , die ge -

funden wird , wenn man durch das gleiche Atom M eine Normal⸗ -

ebene zum deformirten Axenelement legt .
Nehmen wir einstweilen an , dass durch die Einwirkung der äusseren

Kräfte weder eine Ausdehnung oder Zusammenpressung der Axen —

faser , noch eine Torsion der durch M und gehenden Querschnitte ,

sondern nur allein eine Biegung eintritt , in F 35
deren die Durch -

schnittslinie H0 K der durch Mund N gehenden Normalebenen E E,

nach HI, O. K², rückt , so ist die auf diese I1 senkrechte 2, M Or, die

Länie , in welcher die Krümmungsebene des gebogenen Axenelementes

die durch - das Atom M gehende Normalebene E scheidet . LZiehen wir

M x, senkrecht auf M a , nennen den Winkel x Mx , 6und M5 4

m p = e M pI ei m pi ei die Coordinaten irgend eines Atoms

m des durch M gehenden Normalquerschnitts des Stabes , „ pden

Krümmungshalbmesser 9des gebogenen Axenelementes M N und dy
den Winkel , den im * 8 Justande die durch M und N ge -

henden n n miteinander bilden , endlich dus , die ursprüng -
liche Länge des Faserelementes MN .

Dies vorausgesetzt ist :

die ursprüngliche Länge des durch den Punkt m gehenden , zwischen

den Normalebenen enthaltenen Faserelementes .

d 80 0 ＋ —3
4

die Länge des gleichen Faserelementes nuch erfolgter Biegung .
Demnach :

80 0 — 3 d 80 1 —* — 460
0 0⁰ 0 0 0⁰

die in Folge der Biegung in dem Faserelement eingetretene Ver -

längerung. Nennen wirero die Spannung xsintensität , welche diese Aus -
dehnung in dem Faserelement , dessen ursprüngliche Länge

d 80 6 ＋
0⁰ /

‚
0
16
0590
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var , hervorgebracht hat , den Modulus der Elastizität des Materials ,
s0 ist nach dem Stabausdehnungsgesetz :

d 80 68 —— 5 5 55eo 00 e

In allen Fällen der Anwendung sind die Querschnittsdimensionen
eines Stabes gegen die Krümmungshalbmesser sehr klein , kann man

demnach 55 gegen die Einheit vernachlässigen und dann folgt aus
0 —

obigem Ausdruck :

„
0 0⁰

Bisher haben wir angenommen , dass die äusseren Kräfte nur

eine Biegung , nicht aber eine Dehnung des Axenelementes MN er -

anlassen . Findet auch eine Dehnung statt und beträgt die Intensität

der dehnenden Kraft 8, so ist die Spannungsintensität des Faser -

elementes bei m:

00 0⁰

5

Zwischen den Coordinaten à E und g. é bestehen die Beziehungen :

Ei E 6686 6 ſsin 6

„ „ „„„

Führt man diesen Werth von ei in ( 2) ein , so folgt :

( ——. —0 0⁰
oder

93 7/õ,L,j˖⅕ůj9 1 sin 6
— 8 8 — 802 0⁰ 8

Nennt man def den unendlich kleinen Querschnitt eines bei m be⸗

findlichen Faserelementes , so ist ſodt die Summe aller Spannun⸗

gen und sind /e df &, 7 „ dfe die Summen der Momente aller Span -

nungen , in Bezug auf die Axen Mx und M und wir erhalten :

7 4＋ E ( 8 t
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coS 6 1 * sin 6
J E di 8 7 4 5

75
357

8 Co5s 6 sin 6 12

Berücksichtiget man I ) dass für diese Integrationen nur allein
1 1 2 1 38 ＋ ＋ * 4und & variabel , „ und & dagegen constant sind ; 2) dass der Voraus -

setzung gemäss M der Schwerpunkt des Querschnittes ist , nennt gsetaung
diesen Querschnitt und setzt aur

95 4ο ( 1

cE 89 „

ſſcedt — 30
so werden obige Integrale :

Ie, ä2

5 CoS 6 429 m sin
5dE — — 0*

m4 5 0 0 0⁰ 0 5 0

6
77

0⁰⁸6
29 A

sin 6 m5 8 0 0⁰ 85 5 0

Jerlegen wir jede von den äusseren Kräften , welche auf das bei
M beginnende und bis an sein Ende B fortgehende Stabstük einwirken ,
in drei Seitenkräfte Xxy2 und zwar so , dass die Richtungen von
X und 2 parallel sind mit den Coordinatenaxen MXx Mz und dass

Wparallel wirkt mit der zum Punkt M des Axenelementes gezo -
genen Berührungslinie ; nennen ferner à y 2 die Coordinaten des An -

gritfspunktes einer dieser Kräfte , so sind ( U2 —Zy) X ( UÆ IN Y
die Summen der Momente dieser äusseren Kräfte in Bezug auf die
Axen Mx und M2 , und zwar sind diese Momente so be Pe0hN dass
sie bei m eine Dehnung hervorzubruingen streben . Endlich ist

f(fN2 2 % die Summe der Momente dieser Kräfte in Bezug auf die
Axe My ( die mit der Tangente an den Punkt M zusammenfällt ) .

Für den Fall , dass das Ende des Stabstückes , dessen Gleich -
gewichtszustand wir 618 0 nicht ganz frei , sondern festge -
halten oder eingespannt würe , sokann man das Stabende doch s0
behandeln , wie wenn es len frei wäre , vorausgesetat , dass

man am Stabende gewisse Kräfte x Y 3 und Momente 3 7 0

(6)

EEERR
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einwirken lässt , und zwar die Kräfte nach Richtungen , die mit den

Axen MX My Mz parallel sind , die Momente in Bezug auf Axen ,
die durch den Schwerpunkt der Endfläche des Stabes parallel zu

MxX My Mz gelegt sind .

Um die Gleichgewichtsgleichungen aufstellen zu können , haben

wir noch die Torsion des Stabes zu berücksichtigen . Durch die

Torsion des Stabes wird bewirkt , dass das zwischen den Normal -

ebenen E und E, enthaltene , bei m befindliche Faserelement eine

schwache Verlängerung und dass seine Richtung gegen die Nor -

malebene E eine Neigung erhält . Allein wenn wir annehmen , dass

alle Formänderungen sehr schwach sind , so wird der Einfluss der

Torsion auf die Spannnung 6 verschwindend klein , kann man

also die Ausdrücke ( 6) auch noch gelten lassen , wenn eine schwache

Torsion vorhanden ist . Die aus der Torsion entstehenden Abschie -

bungskräfte müssen jedoch in Rechnung gebracht werden , denn sie

sind es , welche den auf die Drehung um die Axe My wirkenden

äusseren Kräften das Gleichgewicht halten .

Nennen wir 60 das Trägheitsmoment des Stabquerschnittes

in Beug auf die Axe u, G den Modulus der Elastizität für Torsion ,

46 den Winkel , um welchen die Normalebene E. gegen die Normal -

ebene E gedreht wird , so ist nach Gleichung ( 11) , Seite 59 der Tor -

sionstheorie :

m d 00 —

das Torsionsmoment , welches allen im Querschnitt vorkommenden

Verschiebungskräften entspricht .
Da nun die zwischen den Ebenen E und E, herrschenden Span -

nungen und die in der Ebene von E wirkenden Abschiebungskräfte

im Gleichgewicht sein müssen mit allen äusseren Kräften , die auf

das Stabstück einwirken , das bei M beginnt und bis ans Ende fort⸗

geht , so hat man folgende Gleichungen :

308 6 1 szin 6

l ee
co 6 .

sin 6
( EE‚RRN 0 0 N (E)

2 2 Æ 6 • ) 8
1 des

80

—
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Dabei sind aber in der Summe &auch die Kräfte à Y 3 und

Momente
6635 3 5 mit eingeschlossen .

Die erste dieser Gleichungen bestimmt die Spannungsintensität 8

des Axenfaserelementes M N, die zweite und dritte dieser Gleichun -

gen bestimmen den Winkel 4 und den Krümmungshalbmesser 9.

Sind diese Grössen bestimmt , so kann man vermittelst Gleichung

(J) die Spannungsintensität 6 für einen beliebigen Punkt m des

Querschnittes bei M bestimmen ; die vierte der Gleichungen bestimmt
endlich den Torsionswinkel .

Um die Gestalt der deformirten Axenfaser zu finden , müssen

allerdings auch noch die Differenzialausdrücke für den Krümmungs -
halbmesser in Rechnung gebracht werden , was in vielen Fällen zu

äusserst verwickelten Rechnungen führt , in manchen Fällen geben
aber schon die Gleichungen ( 8) die Lösung der Aufgabe . Bevor

wir jedoch zu den Anwendungen übergehen , wollen wir noch mehrere

Punkte des Problems erklären .

Betrachtet man in ( 4) 5 als eine Constante , so ist diese Gleichung
in Bezug auf à und c eine Gleichung des ersten Grades , woraus

man sieht , dass alle Punkte eines und desselben Querschnittes , in

welchem einerlei Spannung herrscht , eine gerade Linie bilden .

Nennt man à den Winkel XMxs , den eine durch M zu dieser geraden
Linie von gleicher Spannung parallel gezogene Gerade mit der

Axe Mx bildet , so ist :

sin 6

tae 6
sin 6

0COS 2 — —
0⁰

oder :

sin 6

605 6 —
0⁰

tang

„ 125 8Suchen wir eine in der Ebene des Normalschnittes , also in der
Ebene der x„ 2 liegende Linie , welche eine solche Richtung hat , dass
sich die statischen Momente der äusseren Kräfte in Bezug auf diese
Linie als Drehungsaxe genommen aufheben . Nennen wir ) den Winkel ,
den diese Linie mit der Richtung M2 bildet , und legen durch M ein

U 7 1 7 INSVA 4 8
Coordinatensystem Mx . Mya Mae , s0 dass My , mit My Mz , mit

obiger Linie übereinstimmt , die mit M2 einen Winkel „ bildet , so
hat man zunächst zur Bestimmung der Coordinaten , J . 22 eines
Punktes in Bezug auf dieses System :
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Eο‚fgο 2 sin

J . ν 0 )

2 = 2 C056 &sin

Zerlegen wir ferner die Kräfte X y 2 nach dieser neuen Coordi-
natenaxe , 8o ist :

ees , bie

N 0

21 IL coS ＋E X sin )

Hieraus findet man für die Summe der Momente in Bezug auf

die Axe 0 25:

ees e 5) YI

oder :

( E „ „ eies sin ) ( ν

Diese Summe verschwindet , wenn :

Wene „„

Vermöge der zweiten und dritten der Gleichungen ( 5) ist nun auch :

0 0 0E
1 EER ( 1 Sin 6 ( in

5 8

Berücksichtiget man den Ausdruck (9) , so wird :

m m
—tang c⸗029

ä

Wegen ( 12) und ( 13) wird :

238 —— tang 0 80(250 ( 5) 40
tang 7* SS . · . · . ·····

m tang a (

Wenn der Querschnitt so geformt ist , dass er durch vier unter

450 gegeneinander geneigte Ebenen in acht congruente Parthien getheilt
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„ — — 245 83 4
werden kann und wenn ferner die initiale Krümmung des Stabes

von der Art ist , dass die Krümmungsebene des Stabes mit einer

A 8 2 m
9

Hauptaxe der Figur übereinstimmt , so ist ( E = οNund (ν α
P 8 46 5 5

und dann wird vermöge ( 14) :

tang S tang

d. h. unter diesen beiden Voraussetzungen steht die Richtung der

Linie in Bezug auf welche sich die Momente der äusseren Kräfte

aufheben , senkrecht auf der Linie , in welcher einerlei Spannung
herrscht .

Coeffizienten für die Feſtigkeit und Elaſtizität der Materialien .

Die folgende Tabelle enthält die Coeffizienten für die Festigkeit
und Elastizität derjenigen Materialien , welche im Maschinenbau vor -

zugsweise verwendet werden .

Columne A Coeffizienten für die absolute Festigkeit per 1 Qua -
drat - Centimeter .

Columne B Brechungs - Coeffizienten per 1 Quadrat - Centimeter .
Columne 17 Coeffizienten für den Bruch durch Abwinden .

Columne e Modulus der Elastizität der Materialien zur Bereèch -

nung der Ausdehnung , Zusammenpressung und Biegung der Körper .
Columne 6 Modulus der Elastizität der Materialien zur Berech -

nung der Torsion von Stäben .

Columne - 2 Coeffizienten zur Berechnung der Wirkungsgrössen ,
welche zum Abreissen der Körper erforderlich sind .

Cohumne — Coeffizienten zur Berechnung der Wirkungsgrössen ,
welche zum Abbrechen der Körper erforderlich sind .

Columme Coeffiaienten àur Berechnung der Wirkungsgrössen ,
welche zum Abwinden von Stäben erforderlich sind .

Die Coeffizienten sind sümmtlich die mittleren Werthe der zahl -
reichen Versuchsresultate über die Festigkeit der Materialien .

— 2 —
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