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wobei 1 die kleinere von den Dimensionen des Rechteckes bezeich-
net. Aus dieser Gleichung folgt:

PV

Ein runder und ein elliptischer Querschnitt geben gleiche Trag-
kraft wenn:

X x h
e endk
h AT
J 1 - - - . .
woraus folgt: — ‘/ T waobei b diekleinere Axe des elliptischen
q

Querschnittes bedeutet.

Allgemeinfter Fall des Gleidygewidytes cines im nabiviiden Buftande
keummen Stabes.

Betrachten wir nun den allzemeinsten Fall des Gleichgewich-
tes eines im natiirlichen Zustande gekriimmten Stabes, indem wir
annchmen : 1) die Axenlinie des Stabes sei im natiirlichen Zustande
desselben eine Linie von doppelter Kritmmung; 2) die dusseren,
auf den Stab einwirkenden Kriifte seien in beliebiger Anzahl vor-
handen, und ihre Angriffspunkte befinden sich an beliebigen Orten.

Es sei Fig. 1, Tafel V., A M B ein Stiick der Axenlinie des Sta-
bes im natiirlichen Zustande desselben, M, N, P drei unendlich wenig
von emander entfernte Punkte der Axenlinie. Denken wir uns
durch diese drei Punkte eine Ebene F gelegt, so ist dieselbe die Kriim-
mungsebene des Bogenstiickes M N P, Legen wir durch die Punkte
um und ¥ Normalebenen E E, (d. h. Ebenen, die in den Punkten M und
N sen me stehen, auf den Berithrungslinien, welche in diesen Punk-
ten an die Axenlinie gezogen werden kinnen), so schneiden sich die-
selben in einer auf der Kritmmungsebene senkrecht stehenden Linte
il 0 K, und die Entfernung des Durchschnittspunktes 0 dieser Linie
mit der Kriimmungsebene T von M oder' N bestimmt den Kriim-
mungshalbmesser des Kurvenstiickes M N, Nennt man diesen Kriim-
mungshalbmesser ¢ss 50 ist gs = O M O N.

s sei Fig. 2, Tafel V., dn‘ QQuerschnitt des Stabes durch die
durch M gelegte Normalebene 5, 0 Mz die Li inie, in welcher die Ebene
E dieses Querschnittes durch die Kriimmung schene I p,vu.{]numn wird ;
M x eine auf M z senkrechte Linie, die also parallel ist zur Durch-
cohnittslinie i 0 k der durch M und N gelegten Normalebenen E Ey-
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Wir nehmen auch bei dieser Aufgabe an, dass durch die Form-
verinderungen, welche die #usseren Krifte veranlassen, die relative
Lage aller Atome eines und desselben (Querschnittes nicht veréindert
1\.'1'-.r‘|]|', und dass alle Atome, welche im natiirlichen Zustande des
Siabes in eimer durch das Atom M gelegten Normalebene liegen,
anch nach erfolgter Formiinderung in einer Ebene liegen, die ge-
funden wird, wenn man durch das gleiche Atom M eine Normal-
ebene zum deformirten Axenelement legt.

Nehmen wir einstweilen an, dass durch die Einwirkung der dusseren
Kyifte weder eine Ausdehnung oder Zusammenpressung der Axen-
faser. noch eineTorsion der durch M und N gehenden Querschnitte,
sondern nur allein ¢ine Biegung eintritt, in Folge deren die Durch-
schnittslinie £ 0 K der durch M und ¥ gehenden Normalebenen £ E,
nach H, 0, K, rilckt, so ist die auf diese Linie senkrechte », M 0, , die
Linie, in welcher die Kritmmungsebene des gebogenen Axenelementes
die durch.das Atom M gehende Normalebene g scheidet. Ziehen wir
M x, senkrechtaufM g, nennen den Winkel x M x, gund M p ;
m P ¢ Mp & mp ¢, die Coordinaten irgend eines Atoms
m des durch M gehenden Normalguerschnitts des Stabes, , den

Kritmmungshalbmesser des gebogenen Axenelementes M N und d 4

eenen Zustande die durch M und N Be-

den Winkel, den im geb
henden Normalebenen miteinander bilden, endlich 4 s, die urgpriing-
liche l,ii'ng:: des Faserelementes M N.

Dies vorausgesetzt ist:

die urspriingliche Linge des durch den Punkt m gehenden, zwischen

‘]1'11 )“‘ll'lﬂFih'h('I]i"Jl l‘t]f!li!ili_‘]]t'll Faserelementes.

d 8, (I = )

(1

die Linge des gleichen Faserelementes nach erfolgter Biegung.
Demmnach :

die in Folge der Biegung in dem Faserelement eingetretene Ver-
lingerung, Nennen wir ¢ die Spannungsintensitit, welche diese Aus-

dehnung in dem Faserelement, dessen urspriing
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war, hervorgebracht hat, . den Modulus der Elastizitit des Materials,
o ist nach dem Stabausdelmungsgesetz:

_ e ¢ ey SN g
4 d 1”(“—'-——-‘]. "--“u(J + = |—
\ a o | Pa &

In allen Fillen der Anwendung sind die Querschnittsdimensionen

eines Stabes gegen die Kritmmungshalbmesser sehr klein , kann man

demnach - gegen die Einheit vernachlissigen und dann folgt aus
2 .

» >
. f(“—} o)
2 o

Bisher haben wir angenommen, d

obigem Ausdruck:

ass die dusseren Kriifte nur
eine Biegung, nicht aber eine Dehnung des Axenelementes M N ver-

anlassen. Findet auch eine Dehnung statt und betrigt die Intensitit

S : i : I I B
der dehmenden Kraft 8, so izt die Spannungsintensitit des Faser-
elementes bel m:
f & £ )
i 84—~ : ROy e
e e

Zwischen den Coordinaten ; ¢ und ¢, & bestehen die Beziehungen :

g = tcog 8+ £sin § '

& Epos 4 — ¢ sin ."{f

Fithrt man diesen Werth von ¢ in (2

ein, so folgt:

6 — & + {l:.\ : o

g . fcos 8 1A . sin &
’ rlt) i..._..m
| @ oa e

(¢ cos 84 & sin & e )

Odﬁ’l'

-.\;l']]]ﬂ man d f i,l{‘]} |[|]c‘ninil'h 1{|['il.‘€."!] ‘:“HI']‘H']Illill I_'i]tL'H ih__‘i m be-
findlichen Faserelementes, so ist fm[  die Summe aller Spannun-
gen und sind ff, df &, /f; df ¢ die Summen der Momente aller Span-
nungen, in Bezug auf die Axen mx und My und wir erhalten:

foar—fls4e]e (2E-L) +e 28]

e
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focar=f{ste[e (50 ) + e8| Jea

ationen nur allein

N dass der Voraus-

Berticksichtiget man 1) dass fiir diese Inte

! nnd & '.':1|'|-:||Jl.'i, 5 |;“.-|.._.I r|:'|_r_\\'c-;_-'l-|;c-|||s,~.1:||-.' sind :

[ TR ; ol s SRl SR v
setzung gemiiss M der Schwerpunkt des Querschnittes ist, nennt

- - 2 b & - I»' 3 1 g
diesen Querschnitt und setzt zur Abkiirzung

ferdr (-j:'] [ A

Siar=(

so werden obige Integrale:

fi ar =80

[&{-Ir' £

;”.t‘l‘l":'_‘,'l'll wir iI'I].I' von den fusseren [\-|'i.”-!'.".'l, \\l']l']l!' aut li_il_w lJI"‘l

M beginnende und bis an sein Ende B fortgehende Stabstiik einwirken,
in drei Seitenkriifte X v zZ und zwar so. dass dje Richtungen von
X und z parallel sind mit den Coordinatenaxen M x M z und dass
Y parallel wirkt mit der zum Punkt M des Axenelementes gezo-
oenen |{I']"lll]I]'I]rl:_['*ll-lllil'.' nennen ferner x y » die Coordinaten des An-
griffspunktes einer dieser Kriifte, so sind ¥ (v Zy) = (Yx — Xy)
die Summen der Momente dieser Husseren Kriifte in Bezug auf die

Axen M x und M z und zZwa

ind diese Momente so berechnet, dass
sie bei m eine Dehmung hervorzubruingen streben. Endlich
Y (Xz — Zx) die Summe der Momente dieser

Axe My (die mit der

ist

Krifte in Bezue auf die

Tangente an den Punkt am zusammenfillt).
Fiir den Fall, dass das Ende des Stabstiickes, dessen Gleich
gewichtszustand wir untersuchen, nicht ganz frei, sondern festge-
, 80 kann man das Stabende doch so
behandeln, wie wenn es vollkommen frei

o

halten oder ein respannt wi

vorausgesetzt , dass

man am Stabende gewisse Kriifte ¥ 9 3 und Momente ( _\i)( M} ( .\!)
X

Y =

B )
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cinwirken lisst, und zwar die Krifte nach Richtungen, die mit den
Axen M x M y M z parallel sind, die Momente in Bezug auf Axen,
die durch den Schwerpunkt der Endfliche des Stabes parallel zu
Mx My Mz gelegt sind.

Um die Gleichgewichtsgleichungen aufstellen zu kinnen, haben
wir noch die Torsion des Stabes zu heriicksichtigen. Durch die
Torsion des Stabes wird bewirkt, dass das zwischen den Normal-
ebenen E und E, enthaltene, bei m befindliche Faserelement eine
schwache Verlingerung und dass seine Richtung gegen die Nor-
malebene E eine Neigung erhiilt. Allein wenn wir annehmen, dass
alle Formiinderungen sehr schwach sind, so wird der Einfluss der
Torsion auf die Spannnung s verschwindend klein, kann man
also die Ausdriicke (6) auch noch gelten lassen, wenn eine schwache
Torsion vorhanden ist. Die aus der Torsion entstehenden Abschie-
bungskriifte miissen jedoch in Rechnung gebracht werden, denn sie
gind es, welche den auf die Drehung um die Axe My wirkenden
iusseren Kriften das Gleichgewicht halten.

Nennen wir L':‘ ] das ‘heitsmoment des Stabguerschnittes

in Bezug auf die Axe y, G den Modulus der Elastizitit fiir Torsion,
46 den Winkel, um welchen die Normalebene E, gegen die Normal-
ebene E gedreht wird, so ist nach Gleichung (11), Seite 59 der Tor-

1 &
e T c S
( y e o ket e gt DA B (7)

das Torsionsmoment , welches allen im Querschnitt vorkommenden

sionstheorie :

Verschiebungskriiften entspricht.

Da nun die zwischen den Ebenen g und g, herrschenden Span-
nungen und die in der Ebene von E wirkenden Abschiebungskriifte
im Gleichgewicht sein miissen mit allen dusseren Kriiften, die auf
das Stabstiick einwirken, das bei M beginnt und bis ans Ende fort-
geht, so hat man folgende Gleichungen:

bt
[

2 — £x) ['}F m d8
— 20 =6( 7 )4
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Dabei sind aber in der Summe x auch die Kriifte ¥ 9 3 und

N )
Momente ( i]) { ;J ] { : ] mit eingeschlossen.

n bestimmt die Spannungsintensitiit 8

e erste dieser ‘:l\‘il'lll!li_'_'\
‘ : : ; vin i
des Axenfaserelementes M N, die zweite und dritte dieser (leichun

gen bestimmen den Winkel s und den Kriimmungshalbmesser g

Sind diese Grissen bestimmt, so kann man vermittelst Gleichung
(4) die Spannungsintensitit ¢ fiir einen IH'Eil.']I-I.}_"f'H Punkt m des
Querschnittes bei M bestimmen ; die vierte der Gleichungen bestimmt
endlich den Torsionswinkel.

Tim die Gestalt der deformirten Axenfaser zu finden, miissen

allerdings auch noch die Differenzialausdriicke fiir den Kriimmungs-
halbmesser in Rechnung gebracht we rden, was in vielen Fiillen zu
iusserst verwickelten Rechnungen fithrt, in manchen Fillen geben
aber schon die Gleichungen (8) die Losung der Aufgabe. Bevor
wir jedoch zu den Anwendungen iibergehen, wollen wir noch mehrere
|

Punkte des Problems erkliren.

Betrachtet man in (4) ¢ als eine Constante, so ist diese Gleichung

. o * ] - ]1 A 1 ‘
in P g auf ¢ und ¢ eine Gleichung des ersten Grades, woraus
man sieht, dass alle Punkte eines und desselben Querschnittes, in
welchem emerler .“;[J:mnlq!l:r_" herrscht, eine ll_"'l.'i'FIfll' Linie bilden.
Nennt man o den Winkel x M x,, den eine durch M zu dieser geraden
Linie von gleicher Spannung parallel gezogene Gerade mit der
Axe M x ]-”1[:-1. 50 i.-'T:
sin 8
tang (o ) = — _r') | — — s
cos & ;
fegihit co8 B— L.
e £o i [
r:(l(']':
sin 8
tang o = T ey P o elienow kSN
cos &
Suchen wir eine in der Ebene des Normalschnittes . also in der
Ebene der X % ]ft'-;i‘!'lu!l' F,‘I'llil'. welche eine _-‘;.!\-]H- Jiiu'h[‘HiFE hat, dass
sich die statischen Momente der iinsseren Krifte - auf diese i

Linieals Drehungsaxe genommen aufheben. Nennen wir, den Winkel,

den diese Linie mit der Richtung M » bildet, und legen durch M ein
Coordinatensystem Mx, My, Mz, so dass My, mit My Mz mit

Linie iibereinstimmt, die mit Mz einen Winkel v bildet, so

obiger
§ v I Enha T - - 1 3 -4

hat man zuniichst zur Bestimmung der Coordinaten s, Vs %y GINes
Punktes in Bezug auf die

]

Pystem ;
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X3 == X 008 y — £ Bin g
Ya—=1% ST S e R L) |
Ty = % Q0B y¥ =+~ ¥ sin ¥

Zerlegen wir ferner die Kriifte X v z nach dieser neuen Coordi-
natenaxe, so ist:

Xa =X cos y — Zgin y l

Y. — % (1)

Zy == % cos ¥ -+ X sin 4 1

Hieraus findet man fiir die Summe der Momente in Bezug auf

die Axe O zy:

FEXexy— X5 7a) = Z [¥ (x cos y — 3 6in y) — (X cos y — Z sin y) ¥l
oder :
F(Yoxs —Xay) = cosy T(YTx — Xy} —singy & (Y2 — Zy)

Diese Summe verschwindet, wenn :

(Xzx—X7

AT (12)

o
tang y ==

Vermoge der zweiten und dritten der Gleichungen (8) ist nun auch :

cos & 1N fm sin 8 [ m
(Y x — X y) [\ o g..) Ei’)' 0 {\E

Lyl jcos & i A m' sin & ( m \
o b = )
( e aj.;,l L& o \5 -'./I

Pl b
-
\.
o~

] A\ {m
ML tang & [ '}
¥ x — Xy £ g

CE 5 — Z ¥) T (ill) LT {" m lF
- iR - £

(4

(13)

¥

b b

o 1

Wegen (12) und (13) wird:
(m\ I o { m)
&¢ T e 3
tang y = ’ ~- T e T L el -
E 7 ( ;.]) LETREE (IIL)
\ ¢ L]

Wenn der Querschnitt so geformt ist, dass er durch vier unter
45° gegeneinander geneigte Ebenen in acht congruente Parthien getheilt
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werden kann und wenn ferner die initiale Kriimmung des Stabes
von der Art ist,
v 1 - D . ( m [ :n‘ m
[I;m]dum-ilur [Figrur iitberemnstimmt, soist (- . o und .
= ? 55 & ¢

und dann wird vermige (14):

dass die Kritmmungsebene des Stabes mit einer

tang y = tang «

d. h. unter diesen beiden Voraussetzungen steht die Richtung der
Linie in Bezug auf welche sich die Momente der fusseren Kriifte
aufheben, senkrecht auf der Linie, in welcher einerlei Spannung

herrscht.
Cocffisienten fiir die Feftigheit und Elofiizitat der Materialien.

Die folgende Tabelle enthiilt die Coeffizienten fiir die Festigkeit
und Elastizitiit tlt']’j‘l‘llil\_"'c.‘h Materialien, welehe im Maschinenbau vor-
zugsweise verwendet werden,

Columne 9 Coeffizienten fiir die absolute Festigkeit per 1 Qua-
drat-Centimeter.

Columne 8 Brechungs - Coeffizienten per 1 Quadrat-Centimeter,

Columne T Coeffizienten fiir den Bruch durch Abwinden.

Columne ; Modulus der Elastizitiit der Materialien zur Berech
nung der Ausdehnung, Zusammenpressung und Biegung der Korper.

Columne ¢ Modulus der Elastizitit der Materialien zur Berech-
nung der Torsion von Stitben.

Sia
Columne L.

A re 2
= l-nvﬂlZIL‘llll}u Zur ].’-l-‘:'L-L'hnu”"; |1L!]‘ \‘n Il‘kllll\'_:'.‘i.‘_."']'lJ.‘-':"-l"ll,
welche zum Abreissen der Korper erforderlich sind.
' B 114 =
Columne = Coethzienten zur Berechnung der Wirkungserissen,
welche zum Abbrechen der Korper erforderlich sind.
' d i s w &
'.-uhmuw—‘_—, Coeffizienten zur Berechnung der Wirkungseriossen
M < L= bt | )
welche zum Abwinden von Stiben erforderlich sind.
Die Coeffizienten sind simmtlich die mittleren Werthe der zahl-
reichen Versuchsresultate iiber die Festigkeit der Materialien,

o
Eq
o
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