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b) Die Intensitit p der Pressung in irgend einem Punkte des

gebogenen Stabes ist vermige (6) :

Peos p P
- e, et R R R R T

6) Die Entfernung , der Neutralfaser von der Schwerpunktfaser
ist vermoge (7)

E z cos g

oo o T 122)

7) Zur Bestimmung des Winkels , hat man die Gleichung :

d y 3
=3 — i k cos kx
dx

Vermittelst der Gleichung (22) kann die Gestalt der Neutralfaser
bestimmt werden, wenn vorerst die Axenfaser vermittelst (20) er-
mittelt ist,

Biegung cines im uatiiclidjen Buftande krummen Stabes.

Wir wollen uns die Aufgabe vorlegen, den Gleichgewichtszustand
zu bestimmen, der in einem urspriinglich krummen Stab eintritt,
wenn auf denselben Hussere Kriifte einwirken:; beschriinken uns
jedoch aunf den Fall, dass die Axenlinie des Stabes im urspriing-
lichen Zustande eine ebene Kurve ist, und dass die Angriffspunkte
und die Richtungen aller #Husseren Kuiifte in der Ebene der Axen-
kurve liegen. Wir kinmen uns zu diesen Untersuchungen der Fi-
guren T und 8, Tafel 1., bedienen, wenn wir uns so benehmen, wie
wenn die Axenlinie 1, n, m, k, krumm gezeichnet, und e, g £ 1,
die zu den Punkten m, und n, gehorigen Normalen wiiren.

Nennen wir fiir den natiirlichen Zustand des Stabes, Fig. T,
Tafel 1.:
ds, die Liinge des Bogenelements m, n,.
go den Kritmmungshalbmesser des Bogenelements m, n,.

d @, den unendlich kleinen Winkel, unter welchem sich die Normalen

E B

£ b, im Kritmmungsmittelpunkt schneiden.

n, v, = ¢ die Entfernung irgend eines Faserstiickchens u, v, von
der Schwerpunktfaser.
w f, =2, n h =z die Entfernungen der obersten und der un-

tersten Faser von der Hi']|wr-t'pt'luktﬂlst.‘-r',
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Nennen wir ferner fiir den durch die fusseren Kriifte deformir

ten Stab, Fig. 8, Tafel L. :

» den Kritmmungshalbmesser des Bogenelements m n.

i@ den unendlich kleinen Winkel m 0 n, den die Richtungen der !‘
zi m und n rezorenen Normalen einschliessen.

0 den Querschnitt « I

nwv 5 | o y : .

n f z 5 wie im natiirlichen Zustand des Stabes.

n h 2y I 3 i

g die im Fazerelement mn herrschende Spannungsintensitit,

Fiir den Fall, dass mn nicht ausgedehnt, sondern zusammen-
gedriickt ist, ist § eine Pressung und daher negativ in Rechnung

A ]II'-llll'_'"l'II.

ng p die Entfernung der Neutralfaser von der :“l‘l'il'\'\‘-'I'ljl'lll;:!‘:l-:t't',

s die im Faserclement u v herrschende H]:;ulllJilJi;;‘-ilm'l-wilii].

« v die Coordinaten eines Punktes n der Schwerpunktfager in Bezug
auf ein durch einen beliehigen Punkt x gelegtes rechtwinkeliges
t'.-|-|'|E;|1:|l|-J|.\tI\'n‘|'L'1|1. :

o den Winkel, den die zum Punkt n gezogene Berithrungslinie mit
der x-Axe bildet, Dann ist genau t P II S

o den Modulus der Elastizitiit des Materials, aus welchem der Stab
besteht.

M die Summe der statischen Momente aller fusseren auf das Stab-
stiick nk in dem Sinne emwirkenden Kriifte, dass dieselben
eine Biegung hervorrufen, wodurch eine Zunahme der Kriim-
mung entsteht, oder , kleiner als o, wird. Diese Momente sind
zu nehmen in Bezug auf e¢ine durch u gehende, auf der Ebene
der Axenlinie senkrechte Drehungsaxe.

K die algebraische Summe aller fiusseren anf das Stabstiick n k ein-
wirkenden Krifte, deren Richtungen parallel sind zu der zum I
Punkt » der Axenlinie gehirenden Tangente. Diese Kriifte sind
also die zur Tangente an n parallelen Componenten, welche
durch Zerlegung der wirklich einwirkenden dusseren Kriifte er-
halten werden, und sie sind positiv oder negativ in Rechnung
zu bringen, je nachdem sie eine Ausdehnung oder eine Zusam-
mendriickung der zwischen ¢ g und ¢ 1 enthaltenen Faserstiick-
chen hervorzubringen streben. ,

Dies vorausgesetzt hat man nun:
- i 1]
m; m, dsg go 46, v = (g, + &) d &,
s -4 h g
mmn pd@ = ds, (I - —) nw ¢ +&de
\ e

ih ,‘
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Hieraus folgt: uv v, =g+ ¢)d8 —p + &) 16, =

# ¥

(1 =) edo — {1. i \I go 4.8, tl =IE --‘-“—)dsn[ b ) —

uv=u,v, ist aber die Ausdehnung der Faser, deren natiirliche

oA
oo 48 = (l 4 —'7—)-!5‘.

war, und da die bei v wirkende wpannungsintensitiit 5 ist, so hat

Liinge gleich 4, v, — (o +28) d @ = (1 -

55 ] . i
man auch ov— w, v, = u, v, —, wir erhalten daher:

oder:

[+ D)+ 8)=(+8) (+9)

. gL N Te .
In allen Fillen der Anwendung sind - et sehr kleine
. ] ) 2
Grossen, deren Produkte vernachlissiget werden kinnen. Unter
dieser Voraussetzung folgt aus der letzten Grleichung :

Pl 1 S 7
a::?-‘:---e(—ﬂu‘—;]i, A b Sl £ 1 )

Hierdurch ist nun die Spannungsintensitit in einer Entfernung
¢ oberhalb der Axenfaser berechnet. Setzen wir in diesen Ausdruck
¢ = — v, 80 muss g gleich Null werden, denn die Neutralfaser jst
ja diejenige Faser, in welcher weder Spannungen noch Pressungen
vorkommen, Wir erhalten demnach aus (1):

i B 2= —i-_ T AR R U e (2}
L=

Fiir den Fall, dass s eine Pressung ist, muss dieselbe negativ
in Rechnung gebracht werden, fillt also auch , negativ aus und
liegt dann die Neutralfaser oberhalb der Axenfaser.

Hedtenbacher, Masehineaban. 4

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK BadenWiirttemberg



50

Theilen wir den Querschnitt ¢ 1, Fig. 8., durch Linien, die zur Ebene
der Figur senkrecht sind, inunendlich viele unendlich schmale Streifen
und nermen 4 £ den Flicheninhalt des bei w befindlichen Streifens,
co ist » ar die Kraft, welche die Fasern dieses Querschnittes 4 ¢

spannt, ferner [r: a1 die Summe aller spannenden Krifte, endlich

/]; ¢ df die Summe der Momente derselben. Setzen wir in diese

Integrale fiir ¢ den Ausdruck (1), so folgt

[! e f‘ Rty [_: : _{J!n_"} "l ar | I:

Sesas f 8 f{ ]_J'] I.:rl‘-' :

wobei die Integrationen auf den ganzen Querschnitt rh auszudehnen
sind. Da sich diese Integrationen auf ; und nicht auf , beziehen
und der Voraussetzung gemiiss n der Schwerpunkt des Querschnit-

tes ist, so hat man f

%

df — o und isk /;-’ df das Trigheitsmoment
des Querschnittes. Bezeichnen wir dasselbe mit u, so werden obige

IIIlE‘Il_";'I".'I]l’ -,

[sat =50 :
l[;{;*.!]'—;{ - -ll]_u

[ [

Der Gleichgewichtszustand erfordert aber 1) dass die Summe K
der iusseren auf Spannung wirkenden Kriiften gleich ist der Summe
aller im (Querschnitt £ 1 vorkommenden inneren Spannungen ; 2) dass
die Summe der Momente M aller diusseren Kriifte gleich ist der

Summe der Momente aller im Querschnitt r 1 vorkommenden Span-
fl]l'l.ll'_fi'll.

Die Bedingungen des Gleichgewichtes sind demmach :
B0 =K

r(-—‘-—v‘— u=M SRR SO

] o

Fithrt man den Werth von 8 und von (—l-—-l—), welche sich
= ;

aus diesen Ausdriicken ergeben in (1) und (2) ein, so erhilt man:
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K M
6 = e S i R DA (5)
1o 20 K 1 ey
P e '_Q- ":\1' el T e e e g B e e R B T

Diese Gleichungen (4), (5), (6) enthalten die Lésung unserer
Aufgabe. Die erste der Gleichungen (4) bestimmt die im Allgemei-
nen variable Spannungsintensitit, welche in einem beliebigen Punkt
der Schwerpunktfaser herrscht. Die zweite der Gleichungen bestimmt
die Gestalt der Axenfaser im gebogenen Zustande des Stabes. Die
Gleichung (6) bestimmt die Gestalt der Neutralfaser; endlich die

Gleichung (5) die Spannungsintensitit in irgend einem Punkt im
[nnern des Stabes.

Wir wollen noch die Wirkungsgrisse berechnen, die erforderlich
ist, um irgend eine Biegung des Stabes zu bewirken.

Wenn die Biegung beginnt, ist die Spannungsintensitiit im Faser-
stitckchen u, v, gleich Null; wenn die Biegung geschehen ist, be-

iot diese HEl;u;uu]l_l_l.;.x:'lutq_-][:-'it{'u 4. In ir;_"l'lltl einem ..\HfiL'l:l}l'-I(‘!( with-

rend des Vorganges der Biegung hat die Spannungsintensitiit im

Faserelement T, v, einen gewissen Werth g, und in diesem Moment

ist die Ausdehnung desselben ds, (1 + -L} % Nchreitet die
: ; 2

hsten Zeitelement weiter fort, so nimmt die

zn und wiichst die Ausdehnung um

Biegung im niic

Spannungsintensitit um dg

1
( ¢ o 1 = & . ; s
d -euL] )L !, Die Wirkungsgrosse, welche erforderlich ist, um
o) 2 e
\ X = F Ty day
alle Faserstiickchen des (Juerschnittes a f um 1!.<..( {4 == ) — aus-
00
. 3 \d & . 5
zudehnen, ist daher ¢, df ds, {1 e L )—r—' Integrirt man diesen
Sl ¢

Ausdruck in Bezug auf s, von g, — o bis 5, — 6, 80 erhiilt man die
‘=] L i i '

Wirkungsgrisse, welehe erforderlich ist, um das Faserprisma, dessen

Linge d s, und Querschnitt ar ist, aus dem natiirlichen Zustand in

denjenigen zn versetzen, in welchem eine Spannungsintensitit s emn-

tritt und der Kritmmungshalbmesser von mn gleich , wird. Diese
‘Wirkung ist demnach :

T ¢ L1
da, df Li 4. )..__.z_ g!

[ £

oder wenn man fiir ¢ aus (D) seinen Werth setzt:

Sy AL PR M A
i Li % "eu_)T_z' ('s'e + o )
4,
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Integrirt man diesen Ausdrnck nach ¢ und dehnt das Integrale
iiber den ganzen Querschnitt ans, so erhilt man die Wirkung, welche

erforderlich ist, um die zwischen den Ebenen ¢, g, f h, , Fig. T, ein I

geschlossene Parthie des Stabes aus dem uwrspriinglichen Zustand
in denjenigen zu versetzen, in welchem der K ritmmungshalbmesser ,

eintritt. Dieses Integrale ist:

o 2
Erlauben wir uns

Einheit zun vernachliissigen, so

begehen wir in allen der Anwendung keinen merklichen
Fehler, _:_I;:-|;n|.:‘|'n aber hierdurch zu einem viel einfacheren End-

resultat. Unter dieser Voraussetzung wird das obige

=S|(&) +e2-

Es ist .'t|u-l"f.ilr' —- [(‘ df = o

erhalten wir:

a8, Ch= f & 2 ] a ' I | M
2 [(5) e+ (2 a]=5% (5 + 2
Z2e \ 2 n 2e 1 i

Integriven wir endlich nach s, innerhalb derjenigen Punkte der
Axenfaser, die das Bogenstiick bestimmen, fiir welches die Wirkungs-
grisse berechnet werden soll, so erhalten wir endlich fiir die totale
Wirkung w, welche erforderlich ist, um ein bestimmtes Bogenstiick

|i|i|‘:_'|']';|!c-.'

Demnach

des urspriinglich krummen Stabes zu biegen, folgenden Ausdruek :

“"—-'__Jl; f[:\:- “) Bl o i SRR ‘
A s

wetzt man fiir M den Werth. der aus der zweiten der Gleichun-
gen (4) folgt, so erhiilt man auch :

=it R 1 \2
W _,/ ‘5-‘_."-"‘”'('0——';) M Id-*.. e e et e Y

1 '[e‘-:- 1"'-'“ £ Ilil".il'ltlﬁ 1l j'ﬂ'lhp]i'lk ‘\\'l."l'il : S - ol | BCT
I|E It €1 G die Anwend H][;_’, 1801
“‘w‘"h'”‘ Vers :““””h'h LI L I!l"ll.

[u diesem Ausdruck sind aber x* und M Funktionen von S [

e
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1) Ein im natiirlichen Zustande gerader Stab, Fig. 1, Tafel IT1.,
sei einerseits eingespannt, andererseits mit p belastet. Es tritt eine
Biegung ein, und man soll die Wirkung berechnen, welche dieser
Biegung entspricht. Nennen wir 0 n = x m n =— y die Coordinaten
eines Punktes m der Axenlinie, 8o ist Px — M das Biegungsmoment
E‘h[ll' ll("l! Punkt m., Ist die I';il’l-_'.'illt_:_" sehr .‘:l'li'\'\'f\l{'ll_, so diirfen wir K
erntohlinmean, el in dissert Ball dio  Avonfaier Eriie rarkiche
vernachlissigen, weil in diesem Fall die Axenfaser keine merklichs

Ausdehnung erleidet. Setzen wir in (T) M=Px, K=o, u=— By,
und erlauben uns wegen der vorausgesetzten schwachen Biegung
ds, — dx zu setzen, so erhalten wir:
|
! » lJ'.' );! . ii']
N / dx =————— 1 _ % Il LS
g ‘J;LU E =z 6 ¢ E = * )

Heisgen wir &, die 31:1xi|nui~.'|1:1i|1llln;:. welche ber o einfritt,

80 ist &u E = P1. Fithrt man den aus dieser Gleichung folgenden
Werth von P in (9) ein, =0 folgt anch:

o |

1 ©m

Woe— e R 1)

2) Ein urspriinglich gerader Stab von einer Linge 1 werde um
einen Cylinder vom Halbmesser g herumgewickelt. Die Wirkungs-

grijsse, welche diesem Vorgang entspricht, soll bherechnet werden.
Da in diesem Fall die Axenfaser nicht gedehnt wird, so ist zu-

niichst K = o zu setzen. Da ferner der Stab ursprimglich gerade

war, so ist = o und weil der Stab kreisformig gebogen wird,
’ o= . .

1 . 71 o g
= — eine Constante. Wir erhalten daher vermige (8):

g0 18t .
PRI

1 o LT gl
W = —— dgy—
z:-.f e U T

Yerwindung oder Eorfion cines Stabes.

Erhlavungen. Denken wir uns, ein stabférmiger Korper werde
am einen Ende festgehalten nnd am anderen durch ein drehend wir-
kendes Kriiftepaar angegriffen, so entsteht in dem ganzen Stabe
eine Verwindung, bis die inneren Kriifte mit dem Kriiftepaar ms
Gleichgewicht gekommen sind.

Nennen wir auch hier wiederum eine Reihenfolge von Atomen,
die in einer zur Richtung des Stabes parallelen geraden Linie liegen,

BLB BADISCHE :f.
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