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Vorbemerkung .

Die
nachträgliche Umarbeitung und Erweiterung erfuhren vor zwei Jahren abgeschlossen

egenwärtige Arbeit wurde abgeéschen von den Artikeln 5 àa bis 5e , die

und ihr Inhalt damals in engeren Kreisen von Fachgenossen bekannt gegeben . Inzwischen

sind von anderen Seiten Untersuchungen veröffentlicht worden , die sich , Soweit wenigstens

linèare Transformationen in Rede stèhen , mit den Ergebnissen der vorliegenden Darstellung

zum Theil bèerühren , zum Theil über sie hinausgehen . Es gilt das , wenn anders die Ver —

gleichung erschöpfend war , insbesondere von den Kronecker ' schen Abhandlungen

über orthogonale Systeme in dem Jahrgang 1890 der Sitzungsberichteè der König -

lich Preussischen Akademie der Wissenschaften ( S. S. 485 f., 525 f., 601 f., 691 f , 873 f.,

063 f. ) und von den Betrachtungen über die linearen Fransformationen einer

Fläche zweiter Ordnung in sich , die Herr Lindemann , unter gleichzeitiger

Beibringung eines ausführlichen Literaturnachweises , in dem zweiten Bande der Clebsch

Lindemann ' schen Vorlesung en über Geometrie ( S. S. 356 -— 373 ) niedergelegt hat .

Möge es den nachfolgenden Aufzeichnungen gelingen , sich selbst zu rechtfertigen ,

wenn sie trotzdem in später Stunde noch unveèrkürzt an die Oeffentlichkeit trèten .

IL. Quadratsummen .

1. Wird ein Punkt des einschaligen Hyperboloids aufgefasst als Schnitt der beiden

durch ihn hindurchgehenden Erzeugenden

und 5
4 2

0 2 E
5

7 4 0 6

S0 gewinnt man für seine Coordinaten die Darstellung



Ein Punkt des hyperbolischen Paraboloids erscheint durch die Gleichungen
bestimmt

*
g 9 2

2²
2

5
6 C

wenn er als Schnitt der Geèeraden

0
2 2 3 * 82⁴ 7 ——2 — —
8 0 C 2 6 C

und
5 2— 2 * * 2 7
2 6 4 6

vorgestellt wird .

Die angezogenen Darstellungen geben ersichtlichen Anlass , die beiden Identitäten

in ' s Auge zu fassen

( ＋ 1 ) —＋ ( 2 — 2 ) ⸗ S ( a v — 1) ＋ ( a —LE )
und

( 2. ＋ 92
— ( a —2 ) 4 24 L.

Diese Identitäten vereinfachen sich beziehlich für 2 2/% ( SI ) und für 2, ν ᷑Le,

Dρ IlZzu

(1) —1 ) ( a H= = ( 44 — I ) e ;

sie liefern damit an der Hand analytisch - geometrischer Ueberlegungen die bekannte

Gleichung , welche der zahlentheoretischen Ermittlung rationaler rechtwinkliger Dreiecke

vorsteht .

0 Der Identität ( 1 ) mag man jede der beiden Formen geben

ETr)Y EY ne ( EE J
Die Benutzung dieser Formen im Wege einmaliger oder wiederholter Multipli -

cation bietet das Mittel , gesetzmässig aus jeder beliebigen Identität neue Identitãten

in unbeschränkter Zahl abzuleiten . So ergibt sich

2 174 — 1 45 1 2 *.02
A2 8

7 3 1 F . ＋ 1 25 2 .85 2

F 2 .0 2 *32 J
aber auch



Beseitigung der Nenner und geèeignete Umstellung der Terme in Indentitäten

von der angeführten Art lehrt bei Verwendung rationaler Parameterwerthe

Es können stets , und zwar bei beliebigen ganzzahligen b , Ostets

auf 2656◻D 9 2 ) - fach unendlich viele Arten , Systeme von 7 ganzen

Jahlen Aundeꝙ9 ganzen Zahlen 5 derart gefunden werden , dass di

arũthmetische Summe der Quadrate der A gleich ist der arithmetischen

Summe der Quadrate der B.

3. Wird ersetzt durch

61 r ＋EE , J.E.. E „

S0o verwandelt sich die Identität ( 1) in

(6) ( LE , l , — 1 ) ＋TE. ( 2 F. )% ＋ E. ( 2 K. )“/ . . . ＋Ee , ( 2 C,0 S (ECEr L 1

Oder

17 3 EE 2

5 „ I

Die Gleichung ( 6 ) bestätigt , wenn man die „ in der Bedeutung von VorzeichenS

auffasst , die Wahrheit des soeben erkannten Satzes von einem anderen Standpunkt

aus . In beésonders übersichtlicher Weise liefert sie für Ei S. . S eE„ und

bei Benutzung ganzzahliger Werthe der . u - fach unendlich viele Systeme

von ＋ 1 ganzen Zahlen , für welche die arithmetische Summe ihrer

Quadrate sich als das Quadrat einer ganzen Zahl erweist .

5 4 8
Wird e, und , zur Vermeidung von Brüchen , , π αan, , gesetzt , So tritt di

2

Gleichung ( 6 ) unter die etwas allgemeinere Form

( 8) 4 ( a Dadr 1d½ — 1)“ 41 ( 2 4% 41 4 ( 2 4% ½ ( 2 4 ( ε Da , 1 1

4. Die Gleichungen ( 2) , ( 5) und verwandte oder auch die Gleichung ( 6

E1 εE . E„, I Stellen den einrechtwinkligen zweidimensionalen ( d. h. ebenen

rationalen Drèeiecken zweirechtwinklige dreifach ausgedehnte ( räumliche , unebene , wind

schiefe ) rationale Vierecke und stellen ihnen allgemein rationale 67 - rechtwinklige

dimensionale ( 2 ＋ 1 ) Ecke an die Seite .

* Durch die Gleichung (8) wird für beliebig gewählte Zahlen Qe, Ar, 2 die Aufgabe gelöst , ganze Zahle

4, Ar, . . . A, zu finden , so dass das Aggregat vielfacher Quadrate &a , A, gleich einen dingten Vielfachen eine

anderen Quadratzahl , nämlich = dο A Werde . Die Aufgabe , die Zabhlen A4, so zu ermitt In, dass jenes Aggregat gleicl

einem nicht bedingten Vielfachen à 42 werde , kann mindestens nicht in voller Unbeschränktheit gestellt werden , da

beispielsweise à nicht negativ sein dürfte , wenn sämmtliche a, positiv gewählt sine Durch die triviale Gleichung

Sa , ( a 4 Ta , A

erledigt sich die Aufgabe , ganze Zahlen 5 2 A, 5o zu finder lass das Aggregat Ca, 5, sich als bedingtes Vielfache

iner nicht bedingten Quadratzahl à2 erweise .



der

II . Parameterdarstellungen quadratischer Mannichfaltigkeiten .

5. Mit jeder der im vorhergehenden Abschnitt auf 1 gebrachten Identitäten geht
offenbar rationale Parameterdarstellung einer „ centralen Mannichfaltigkeit zweiter Ord -

nung Hand in Hand . So liefert die Gleichung ( 2 ) vermöge des Ansatzes

* 14˙ — 1 7 — 1 2¹ —1 4 338 2
— f ⏑εε 8

˖
* E 3 ◻

＋ 25
das Ellipsoid E ＋◻tH eïiz ; u. s . f .

6²

Die Identität ( 7) bietet den Vortheil , die centralen Nannichfaltigkeiten gleicher
Ausdehnung nach formal übereinstimmenden Geèsetzen zu erledigen . Vermöge ihrer
ist beispielsweise für 2 ◻ ½, und wenn

8 7¹ 1
2 — 1 5 2 20 2 2 7

„ rr E SNR

angenommen vird ,

— 13
2 6² C*

ind es ist Sonach lediglich eine Frage der Vorzeichen e, &, ob durch die Gleichungen ( q )
die eine oder die andere der Mittelpunktflächen dargestellt wird .

5 a. Durch den Ansatz ( 9) , der die Betrachtung auf Gebilde des dreifach aus -

gedehnten Raumes einschränkt , wird eine Abbildung der Flächen zweiter Ordnung auf
die EEbenè vermittelt ; wir verweilen in Kürze bei einigen Besonderheiten , die ihr

eigen sind .

Den Gleichungen

* 240 — 75 I 2 ⁊c 2 2
1

um éEtwa veiterhin beim Ellipsoid stéhen zu bleiben ordnen sich die Umkeh -

rungsformeln zu

9 2 ＋ 6² g - Æ
RR

c ＋ 6 Æ

Die Abbildung ist daher ein vierdeutig ; derart indessen , dass sie sich ledig -
lich innerhalb einer einfachen Gruppirung von Punkten und zildpunkten zu je vieren

bewegt : je vier Punkten , 7˙ 0ο EI 1) entsprechen eindeutig vier Punkte

½/ , /g , jedem von diesen ununterschiedlich jenè vier ersten Punkte wieder .

Die Scheitel a , o, und — à , , O des Ellipsoids mögen 4 , 4 “ heèissen , die Berüh -

rungsebenen in ihnen beziehlich mit e, bezeichneét Sein .

Die in die 2 - Ebene , die 2απ und die * εEEbeneè entfallenden Hauptschnitte
Fläche bilden sich in gleicher Reihenfolge in den Einheitskreis 1² ＋υνε e , in7

1



die Axe 2u σ und in v σοσ gab ; es empfiehlt sich deshalb , die Bildebene normal zur

4 - Axée zu stellen also sie etwa in e' anzulegen und die Spur der æj Ebene

in ihr als π die Spur der 2 - Ebene als ↄ - Axe zu wählen . Den Schnittpunkten der

genannten Bildeurven entsprechen die Scheitel der Fläche . Der Scheitel 4 macht eine

Ausnahme , insofern sein Bild vollständiger in dem Kreise von unendlich grossem Radius

zu suchen ist : man hat . ατ υάν οο iu setzen , wenn à4, , 2 zu a, o, o werden sollen . Und

wie der Flächenpunkt 4 , so zeigen auch die seinem Bilde angehörigen imaginären

Kreispunktè der 2ο Ebenè ein Ausnahmeverhalten ; jedem von ihnen entspricht ein -

der beiden imaginären geradlinigen Erzeugenden des Ellipsoids , die sich in A schnèiden .

In der That mag man jene imaginären Kreispunkte als die von § unabhängigen

Grenzlagen ansehen , denen die Schnitte von ⏑νει φννναι ι eασ οmſnit dem Geraden

paar 2. ο S Oο α 1) für lim /S oο σιlim9 zustreben ; als ihre Bilder aut

der Fläche erscheinen dann die von 5 abhängigen Punkte a , 11 8

5 5 3 * 2 4
und diese erfüllen in ihrer Gesammtheit das Geradenpaar I, 6.

2 8 * C*

Die Bilder der vier reellen Kreispunkte des Ellipsoids sind édie Punkte

α = ＋ε ο
O, der 21αs Ebene ; die Zuordnung ist des genaueèren dahin

6² C2

vVerstéhen , dass den Punkten

77 2 0 77 6

U 6² * 6
1 1

eindeutig die Flächenpunkte

38
77 77 2 1 22* 0 —

entsprechen .

5 b. Ebene Schnitte des Ellipsoids bilden sich in Kreise ab , insbesondère jeder

Schnitt der Fläche mit einer Ebene

* 2
*

A
6 33

1 .

in den Kreis

(αQAα＋) ( ＋ 9ο 2 f 2 27 0 0

oder

(
6

＋ε＋
7 0 0

K 0 0. 0)

Werden die Schnitte durch den Scheitel 4 geführt ( 0) , so arten die Glei —

chungen der Bildkreise in 6ν ονιε˙υν „‚ die Kreise in die Gesammtheit der

Geraden der 21 - Ebene aus .



176

Fasst man die schneidenden Ebenen zu Ebenenbüscheln , ihre Schnitte zu » Schnitt —

hüscheln « zusammen , so ordnen sich die Bildkreise natürlich zu Büscheln , deren Grund —

punkteé jedesmal die Schnittéè der Fläche mit deér Xxe des betreffenden Ebenenbüschels

abbilden . Ist einé solche Axe dargestellt als Schnitt der beiden Ebenen

* 2 E.
0 6 7 0ö G, e 6 * 0 O,

4 6 0 2 6

d sind demgemäss

6 7 4 —oͤ
70 4 O

0 0 0 0 ＋ o

6 7 00 0
71 50 2 1 5 0

0 0 0 0 0 0

liè Grundkreise des zugeordneèten Bildbüschels , Sso erhalten für ( αά εν⁰οα - να u. S . f.

Mittellinie ( Centrale ) und gemeinsame Sehne ( Chordale ) aller Kreise des Büschels
1

eziehlich die Gleichungen

( ⁰ Æα( ob) ) ꝛ0 6 a⁴ ) ＋ f( oͤ! ) )v＋ αg =o
nd

6 a⁴) ＋ ( 6 o “ͤ)] ‚να ) ο απ(y5 oͤ ! ) )v — ( a d“) So.

Diese geben ungezwungenen Aufschluss über das Verhalten eines Bildbüschels bei allen

eSonderen Lagen der Schnittbüschelaxe , die man etwa der Beachtung werth finden

möchte .

5c . Hinsichtlich der beiden soeben durch ihre Gleichungen festgelegten Kreise

ist , wie man leicht erkennt ,

f
α ＋5 6˙ πινυπν ενσ οσοοο

lie Bedingung dafür , dass sie sich unter rechten Winkeln schneiden “ . Diese Bedingung
immt die Form an

E. * 2

4 6³ 62

enn es sich um die Bilder von Schnitten handelt , die durch zwei Ebenen

4 * ⁹ 3

4 6 0 2² 0³ 83

Ervorgeri ten Werde . J. h.

Wenn von zwei der Fläche begegnenden Ebenen eine jede durch den Pol der

nderen geht , So durchsetzen die Bildkreise der Schnittè einander rechtwinklig .
Iln der geédachten Wechselbeziechung befinden sich je zwei Ebenen , die durch

lar conjugirteè Geraden gehen ; und man hat also weiter :

Entspreéchen sich die Axen / i¹ ſuzweier Schnittbüschel mit Bezug auf das Ellipsoid
Us conjugirte Polaren , so entfallen die Kreise eines jeden der beiden Bildbüschel in die



Orthogonalkreise des anderen . Tritt die Axe / in die Ebene e ein 6 2) , So ver
7 72 1bindeèt „ den Scheitel A mit dem Berührungspunkt 7 der Tangentialebene / , welche

neben e durch an das Ellipsoid gelegt werden kann .

Behandelt man / in diesem Falle als die Gerade

nd eine beliebige durch
/

hindurchgehende Ebene in der Gleichungsform

er Kreis , welcher den Schnitt dieser Ebene abbildet , die Gleichung

und man sieht :

Liegt die RMxe eines Schnittbüschels in der Tangentialebene des Scheitels 4 .

So lagern sich die Bildkreise zu einer Schaar concentrischer Kreise .

Der Mittelpunkt 6 ,7 dieser Kreise ist das Bild des Berührungspunktes 7. Denn

der veränderliche Kreis der Schaar verjüngt sich zu jenem Mittelpunkt , sobald sich

ler zugeordnete ebene Schnitt seinerseits in einen Punkt zusammenzieht ; und das

geschieht für die dem betrachteten Schnittbüschel angehörige Tangentialebene 1.
Das Bild des Schnittbüschels „ 7 beèesteht in diesem Fall aus dem Strahlbüschel ,

dessen Träger der Mittelpunkt der concentrischen Kreise ist . Denn weil die Schnittè

les Büschels durch 7 gehen , so gehen ihre Bilder durch den Bildpunkt von 7

ind weil die Schnitte den Scheitel A enthalten , so sind ihre Bilder gerade Linien .

Was von dem Mittelpunkt jeder Schaar von concentrischen Kreisen gilt , hat für

den Mittelpunkt jedes beliebigen Einzelkreises Geltung ; und sonach ist in Vorstehendem

überhaupt ein constructives Verfahren gewonnen , nach welchem man zu jedem ebenen

Schnitt des Ellipsoids und zwar durch Vermittlung der Gerade /½ ein der die Ebene

des Schnitts die Tangentialebene e schneèidet den Flächenpunkt 7 finden kann , der

lem Mittelpunkt des zugeordneten Bildkreises entspricht .

Rückt / innerhalb e in ' s Unendliche , so stellen sich die Ebenen des Büschels 7

normal zur æ - Axe ; diese wird ihrerseits zur Trägerin des Büschels i . Der gemein

sameé Mittelpunkt aller Kreise , die den Büschel / abbilden , tritt alsdann , ebenso wie

der mit diesem Mittelpunkt vereinigt gelegene Träger des Strahlbüschels , in welchem

ler Schnittbüschel sein Bild findet , in den Nullpunkt der /αν Ebene ein .

Ist
/

eine Tangente in A, etwa

ind demgemäss die conjugirte Tangente



1
S0 arten die Bilder der Schnittbüschel / und „ ν vollends in zwei zu einander recht —

winklig gestellte Schaaren von parallelen Geraden aus ; denn dem Schnitt der Fläche

mit der Ebene

E
J

7 6 A

entspricht die Bildcurve

72 0

und dem Schnitt mit

das Bild

7
1⁴ 6

7 0

5 d. Die Schnitte der Fläche mit anderen Flächen zweiter Ordnung bilden sich

allgemein in Curven vierter Ordnung ab , dièe in den imaginären Kreispunkten Doppel -

punkte besitzen “ k . Enthalten die schneidenden Flächen den Scheitel A , so werden die

Bilder Curven dritter Ordnung , die durch jene Kreispunkte hindurchgehen ; sie verein —

fachen sich zu Curven zweiter Ordnung , wenn die Grundfläche von den schneidenden

Flächen in A berührt wird . Als diese Flächen kann man im letzteren Falle unbeschadet

en5*Sder Allgemeinheit Kegel wählen , deren Scheitel in A liegen .

Die Bilder beispielsweise der Krümmungslinien des Ellipsoids als seiner Schnitte

mit den confocalen FHlächen

4 2

sind die Curven

Eine jede von ihnen ist die Umhüllung aller Kreise , die , aus den Punkten der Curve

C) ( O ＋ Yο˙ (2 0 C2² ν 38 6⁴ ⁰αμ 6

als ihren Mittelpunkten beschrieben , den Kreis ναιε²τι τνιe rechtwinklig durchsetzen .

ſene Kreèise bilden die Schnitte ab , deren Ebenen normal zur 2 - Ebene gestellt sind

und berührend an die Krümmungslinie herantreten ; der Ort der Mittelpunkte seiner —

seits ist Bild der Curve , nach welcher das Ellipsoid von dem Kegel

1 ( 9 1 0 ( C

gèeschnitten wird .

5 E. Wird aοe = , So ist die behandelte Abbildung keine andere als die

stèrèographische Projection , vermöge deren die Kugel vom Radius 1 aus einem PolS

auf die zugehörige Gleèicherebene ausgebreitèt wird .

Man vergleiche über diese Curven die erwähnte Abhandlung von Casev .



08 5

9

9 E 2 K 9
und für ́õcſtg bèeziehlich

E 2 4

1 29. ＋ J 20 28
Cos ꝙ, Sin ꝙ.

Geeignete Verwendung dieser Beziehungen liefert transscendente Parameterdarstel -

lungen , wie sie mindestens theilweise altbekannt sind . Insbesondere treten auf Grund

der Gleichungen ( 2) , ( 3 ) (4) das Ellipsoid und die beiden Hyperboloide unter die

analytischen Darstellungen
E COS ꝙ COS &. , f 9C08S 4 sin u, sin Y

* Cos SOο, ο Cos ꝙ Sin , EDin 5

YiCos ꝙ Cos , YS Cos ꝙ Sin à , 6Sin ꝙ.

III . Involutorische lineare Transformationen .

a. Allgemeine Betrachtungen .

7. Unter , I , b , ꝙ seien im Folgenden ausnahmslos individuelle Indices , ent

nommen der Zahlenreihe 1. 2. . . . 72, verstanden ; 2 bedeute eine Combination zu zweien

irgend eine solche bei Julassung von Wieèederholungen . Die Aus

drücke d, G , G G , αι und ähnliche seien durch die Gleichungen

bei Ausschluss , 5

5 8
G Da , , S 2 aνο

und verwandte definirt . Die allgemeine homogene oder nicht homogene 1

dratische Form schliesslich Y, O, d, K, *, Werde in bekannter symbolischer Schreéib

weise durch 1
0 2 83 6 6 6

wiedergegeben , vermöge deren die Coeffic ienten in Gestalt der Symbole o/

70N 88125 676 . . . béehandelt werden .

8. Die quadratische Mannichfaltigkeit

hat mit der Gerade » von der Richtung

den Punkt æπαειε . . , oder æ gemeéin . Der zweite , hie

punkt beider ,



——
—————
—

—-—
lautèt desshalbstatt und

*dαιν - 2 5 dν
1 72 ( 5 525 1¹

2

9. Die linèare Substitution ( 12 ) ordnet bei festgehaltenen æ und , variirenden

„ — jedem Punkt æ der Mannichfaltigkeit ( 10 ) auf dem Wege stereographischer

Projection nach und nach die Gesammtheit aller G== IHach unendlich vielen Punkte

die Mannich -derselben zu ; sie führt bei festgehaltenen „ und variirenden

faltigkeit , und zwar auf ( ½ ½fach unendlich viele Weisen , dergestalt in sich über ,

dass zu allen ihren Punkten diejenigen als entsprechend auftreten , welche mit ihnen

beziehlich auf Sehnen von gemeinsamer Richtung liegen .

10 . Rücksichtlich des imensionalen Raumes überhaupt kommt der Substitution

( 12 ) die Eigenschaft zu : einmal , dass sie für alle Punkte F der linearen Mannich - —

faltigkeit

15 aιναάά . 0

zur identischen Transformation vwird , insofern sié sich für deéren Gesammtheit auf

; reducirt ; und sodann , dass sie jedem Punkt æ παεεεετνεν = d. h. vollständiger

E, r , für 5 ◻ν 1, 2, . 2 Gen Punkt a iun Zzuordnet , S80 oit ( wie zuvor )

E
5 ein übrigens beliebiger Punkt der Mannichfaltigkeit ( 13 ) ist . Wie denn die Forde —

rung der Gleichung ασ⏑οαειειν ε αεεαιειεεε , Offenbar die Relation d , ε ε ο’ bedingt , und

umgekehrt jene Gleichung eine Trivialität ausdrückt , wenn diese Bedingung erfüllt ist

Die lineare Mannichfaltigkeit ( 13 ) ist mit Bezug auf die quadratische Mannich -

faltigkeit ( 10 ) polar conjugirt zu der Richtung . Die Punkte Eσεε und E

liegen auf der durch & nach der Richtung geführten Gerade gleichweit von dem

letzteren Punkte entfernt ; man mag beide polar conjugirt mit Bezug f
S ( E

nennen . Das erkannte Verhalten lässt sich alsdann in den Sat2 fassen :

5 2 Er N. 7Die lineare Transformation 2 — —
—

hat die Eigenschaft ,
67

ö

für den ganzen dimensionalen Raum involutorisch zu sein ; dergestalt ,
dass sie jeden Punkt der Mannichfaltigkeit d½ G, Sien SSer And

jedem anderen Raumpunkt den polar conjugirten Punkt zuordnet .

1 . Der besprochene involutorische Charakter prägt sich besonders scharf auch

in dem Umstande aus , dass eine einmal wiederholte Anwendung der Transformation

die identische Substitution ergibt , oder dass die Umkehrung des Gleichungssystems

( 12 ) formal durchaus mit diesem Systèem selber übereinstimmt .

In der That hat man

α

und mit Hülfe dieser Relation verificirt man unschwer , dass die Auflösung der Gle ichungen



in dem Gleichungssystem

0 2 5⁵7 1

67

2u TLage liegt .

12 . Setzt man zur Abkürzung

QAν — 2 Cν αι ν 2 Cν ονννο
( 14 3 4 f *

97 67

50 stellt sich die Substitution ( 12 ) in der Gestalt dar

715 „ ν ον

Die Coëfficientén erweisen sich in erster Linie als durch die Beziehung verknüpft

16 ) ο 5 7

Ausserdem gelten für sie die kaum minder leicht erweislichen Relationen

neben denen , wegen ( 16 ) , die Gleichungen

17 a 2 7 18 a) 2

auftreten .

Den Gleichungssystemen ( 17 ) ( Lya ) endlich oder einem von bèeiden unter ernèuter

Verwendung von ( 16 ) , lassen sich in nochmaliger Summation die Beziehungen entnehmen

8
( 19) E I 7 0 2 ar ,* 7 2 /7 57 8

9 „ 7
320 ) 332 8 % 23 2 33 1 297

6 B. 7 6 6

3 . Der Substitutionsdeterminante

-

an behufs weiterer Behandlung zweckmässig die Gestalt



Zine Folge weniger selbstverständlicher Schritteé lehrt hiernächst , dass stattfindet

5

und unsere Substitution kennzeichnèet sich somit als uneèigentliche Transfor —

mation .

14 . Unter 1I75, sei die Unterdeterminantèe von verstanden , welche dem Element

5½, adjungirt ist ; es Sei also , um jeden Iweifel hinsichtlich des Vorzeichens auszuschliessen ,

7 Y, 7— 2 1

J. - —1,

³⁰ ᷑ ＋ οααe,⸗

3 8 1

Das Verfahren , welches die Berechnung von vermittelte , findet auch bei den

Unterdeterminanten Anwendung . Es ergibt sich

also zusammengefasst

h , wenn man will , auch

Vß 857 5

Diese Gleichungen thun dar , dass die Unterdeterminanten von F durch Beézie -

hungen von wesentlich dem nämlichen Charakter mit einander verknüpft sind , wie die

Elemente jener Determinante selbst .

Schiefwinklige « Transfor mationen .S=

5 . Man legt der Untersuchung statt der allgemeinen leichung ( 10 ) die besondeère

TE/ 2½ .

u Grunde , wenn man d d , dr αι) bèeziehlich zu à, und Null vereinfacht ; es wird dann

ννσοορ, οασ²αι ˙ν , und man gewinnt an Stelle von ( 12) bis ( 20 ) die folgenden Formel -

gruppen , die übrigens auch ohne Mühe direct würden abgeleitet werden können .

Die lineare Substitution (12) geht über in

2 %f
e

veri telt 2 2 f LIicl Fr 7Ss1e Vvermittelt aut - tach unendlich viele Arten eine ransforma —

tion des Aggregats Ya , a, in sich , wie denn in der That identisch statthat



Man hat zu setzen

8 2Eaο 2 h d —2 ½r. σ
14 Cur „ 5 2

um für ( 1259 die anschaulichere Form zu gewinnen

45 90 265

Die Beziehungen ( 16 ) bis ( 20 ) véreinfachen sich zu

3 2 C 6 2Z56Cõ5ůG·

E 18 0

I 1 1
2 ( 18 a 2

2 2 2

7 1
19 aß e, a5 222 25³ 2

2

4 282 2 75 CK 2

Die Substitutionsdeterminante

CrI 0
0

Cin 1 7

hat nach wie vor den Werth ; ihre Unterdeterminanten ( hängen von den

Elementen nach der allgemeinen Gleichung ab

8 25
22 0 — 1 7 1

2

und sie stéhen also neuerdings in ähnlichem Jusammenhang unter einander wie eben

diese Elementé .

16 . Der involutorische Charakter der Substitution ( 12) bleibt bei ihrem UVebergang

in (12%0 gleichfalls unzerstört ; die Umkehrung der Gleichungen (1259 besteht in dei

Gleichungen

Die angestellten Ueberlegungen gelten für jede Mannichfaltigkeit von der Form

gelten für jedes beliebig gegebene Werthsystem àn d . . ½ Man wird7
S 8 S100 , d. R. Se

daher vielleicht die Mannichfaltigkeit

133 C

als der Richtung mit Bezug auf die Zahlengruppe à statt mit Bezug auf die qua

dratische Mannichfaltigkeit ( 10 polar conjugirt bezeichnen wollen ; um so lieber , als die

Transformation (12590 auf den ganzen Raum Anwendung findet und deshalb ohne

weiteres aus der Beziehung zu ( 10 losgelöst werden kann , auch wenn sie vermöge

ihrer gefunden wurde .

SR

N.LCCNNVN
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7 . Ein anderer Umstand tritt , entsprechend der Behandlung der quadratischen
Mannichfaltigkeit in der kanonischen Gleichungsform ( 109 , gegenüber den bis dahin
in Betracht gezogenen Specialisirungen nèu in die Erscheinung .

Die linearen Mannichfaltigkeiten

M. CII Vr E CErνι Q 0,
M. C21 E —

( 23 )

V.

haben nach dem Maasse ihrer Ausdehnung zu je — 1 eine Gerade gemein . Da -
durch dass man V, ausschaltet und die übrigen zum Schnitt bringt , werde die Gerade 95
gewonnen ; deren Richtungswinkel « mögen mit

Nr , N .

bezeichnet sein . Die Analogie mit dem , was im dreifach ausgedehnten Raum für die

kichtungscosinus der drei Schnittgeraden von drei Ebenen Geltung hat , leitet dazu an ,
coS ꝙm vorbehaltlich eines mit ꝙ regelmässig fortschreitenden Vorzeichenweéchsels Pro -
portional zu setzen mit C , Der Sinn von Y, werde so gewählt , dass statthabe

( 24 CO 2 22
—

‚ 3 9²

für

0

Es ist dann auch , wegen ( 22 ) ,

265 2COS 664 2 8
4

und somit

25* K
29 αι. OS G6 9 59² 29 ( 801

— 0 7

s0 dass jenes verschwindet , wenn dieses gleich Null ist . Das heisst aber :

lede der linearen Mannichfaltigkeiten A , ist mit Bezug auf die

Jahlengruppe à polar conjugirt zu der Schnittgerade aller übrigen .
In dieser Thatsache mag ein Grund dafür gefunden werden , die Substitution

2*) als vschiefwinklige « Transformation zu bèezeichnen .

8 . Mit der Specialisirung von ν ?½u Ya , ο ist man in den Kreis der anfãng -
lichen Betrachtungen über Aggregate von Quadraten wieder eingetreten , und die an -

gestellten Ueberlegungen finden daher auch auf sie Anwendung . So in folgendem : die

linke Seite der Indentität (6) stellt einen besonderen Fall der Form Da , , dar , und

Sie lässt deshalb Transformationen in dem gleichen Umfange wie diese zu . Das besagt
beiSl ielsweise für



von dem Aufbau [ 2A4
1

lich viele Arten als arithmetische Summe von 2 ＋ 1

c. Orthogonale Substitutionen .S

19 . Wie die Gleichungssysteme (1759 bis ( 18a9 ) ersic

ransformation (1259 dadurch , dass angenommen vwird

2 4

I ) - fach unendlich viele involutorische orthogonale

gemeinsamen ing

2 7½. „ 2
3

22 22

1kann auf unend —

rationalen Quadraten

htlich machen , liefert die

Substitutionen in

Diese Substitutionen , behandelt als 2, Æ
,

αν Sind dadurch ausgezeichnet , dass

irchgängig ist ; sie werden sich mit Rücksicht hierauf ausgenommen für

in velchem Falle 71 (1 5 nicht aus den allgemeinen orthogo

nalen Substitutionen ableèiten lassen , die von Herrn Cayley in Crelles Journal Bd . 32 ,

S. 121 f. mitgetheilt worden sind . *“ Im übrigen nehmen sie , wie erforderlichenfalls die

bei den schiefwinkligen Transformationen entwickelten Formeln durch die gedachte

Specialisirung sofort ergeben , an den bekannten Eigenscl
SubetituttonSuUbstitutionen Lnen

20 . Andere Beziehungen sind unseren orthogonalen Sul

Es genüge , das an einem Beispiel im dreidimensionalen R

bestéhen , mit der Maassgabe , dass

v. ＋E . ＋ υν 6

gesetzt werde , für die Richtungswinkel ꝙ, V, 1 der Gerade

Gleichungen

77 7 *
coS 6888 „ cos 7

Man wird also , wenn man sechs Winkel „ , 5, , ,

béestimmt , dass

COS 26 2 COS COS 7, COS8S7 2 COS J COS ꝙ, COS8

Sei , die jener Gerade zugeordnete involutorische orthogonale

sichtlichen Geèstalt schreiben können

6 6 6

fjaften aller orthogonalen

stitutionen eigenthümlich

ume zu erläutern . Hier

von der Richtung v die

— COS ꝙ C0O8

Substitution in der über



08 7 cos Te S eOs 9,

& COS0 Esse 8 COS 4,

08 08 2 08 , 8 CoS ν0e,s̃ 4 2 cos E.

Im Sinne einer Coordinatenverwandlung vermitteln diese Gleichungen den Ueber —

gang von dem rechtwinkligen Coordinatensystem der απνυν tũ dem rechtwinkligen
System der 9% und umgekehrt . Die neuen Axen sind dergestalt in das System

der alten Axen eingelagert , dass die drei Ebenen gleichnamiger Axen , ½

die durch den Nullpunkt gehende Gerade von der Richtung v gemein haben ,S

und dass für die Winkel gleichnamiger Axen ( hemfre6nr die Beziehungen
gelten

ο = ρE⸗⁊·˖’ el , %½ — 2 Vl, (2 2 ) ◻ — 2 ] ,

in denen wie üblich durch Einschaltung zwischen Verticalstriche Beschränkung aut

Absolutwerthe angeordnet wird .
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