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16 Allgemeine Theorie der Elasticität .

Geraden halbiren , die vom Punkte P aus parallel mit der / Axe und

der - Axe gezogen werden . Die Spannungsellipse ist in diesem Falle
ein Kreis , während die Richtungscurve der Spannungen aus zwei gleich -

seitigen Hyperbeln besteht . —

Wenn die auf beliebige rechtwinklige Axen der ½ / bezogenen

Spannungen Oα, oVy, 0½, Le , T„ , 4½ ausser der Gleichung ( 20 ) auch der

Gleichung
f 6

Oν G2 0½ E O, ον u — 17 —

entsprechen , so sind z wei Hauptspannungen Null , etwa 0½
und 0½ — 0, während nach Gleichung ( 21 ) dann

0¹1 ν οάο◻ ον ＋ 0

ist . In diesem Falle , der insbesondere dann stattfindet , wenn die

Spannungscomponenten oα , oy , 0 , Te , zy , ½ alle Null

sind ausser einer Normalspannung , die dann die Haupt -

spannung 01 ist , folgt aus den Gleichungen ( 13 ) : 00s i dco⁸S = O,

also Co⁸S = ＋I ; die Richtungslinie jeder Spannung liegt
also in der Hauptspannungsrichtung 01 . Für jede Fläche ,

deren Normale den Winkel & mit der Richtung von oi bildet , ist :

= ＋ oi Cs d , 0 =Ꝙσ 01 ( 6082 d, 85 01 Sm22α ((324) ,
—

1 5 5 E3ü „also 7 am grössten
25 o1 in allen Ebenen , die unter 45“ gegen die

Richtung von 01 geneigt sind .

B. Der Deformationszustand in einem Körperpunktte .

10 . — Es sei wieder P irgend ein materieller Punkt eines Körpers ,
P / irgend eine von P aus gezogene Richtung , unter den Winkeln &, f5
geneigt gegen die im Körper fixirten rechtwinkligen Axen der , /½
Ist dann ein dem Punkte Punendlich nahe gelegener materieller Körper-

punkt in PP ( , ds die Länge der Strecke P0 im ursprünglichen Zustande
des Körpers ( d. h. vor seiner Deformation in Folge der Einwirkung
äusserer Kräfte ) und Ads die mit der Deformation verbundene Längen -
änderung der Strecke P0 , 8o heisst der Quotient

AJds

0U
die DPehnung ( Ausdehnung ) im Punkte Pnach der Rich -

tung PP ! ; sie ist positiv oder negativ , absolut genommen eine Aus -

dehnung im engeren Sinne oder eine Zusammenziehung , jenachdem sie
einer Verlängerung oder Verkürzung der Strecke P9 entspricht , und wird
hier immer als ein sehr kleiner Bruch vorausgesett .

Durch die Dehnungen 6, die im Punkte P nach allen Richtungen
stattfinden , ist offenbar die Deformation jedes diesen Punkt enthaltenden
Körperelementes , dessen sämmtliche Dimensionen unendlich klein sind ,
d. h. der DPeformationszustand im Punkte Pdes Körpers
bestimmt , analoger Weise wie die Spannungen / im Punkte P aller durchi
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ihn hindurch gehenden Ebenen den Spannungszustand in diesem Punkte
bestimmen . Ebenso aber wie letzterer schon durch 3 von einander unab -
hängige Grössen vollständig charakterisirt wird , indem die ihn unmittelbar
bestimmenden 6 Spannungen Os , Cy, 02 , TIx, Ty , 7z durch die 3 Glei -
chungen ( 2) verbunden sind , so auch der Deformationszustand , und zwar
lassen sich solche 3 Grössen hier unmittelbar erkennen in den end0
S, , C, denen die ursprünglichen Coordinaten , e der materiellen
Punkte in Folge der Deformation des Körpers unterworfen sind , indem
dadurch die Dehnung e in dem beliebigen Punkte P nach der beliebigen
Richtung PP / ( a , 65 ausgedrückt werden kann . Sind nämlich

＋E d , „ ＋ dy , ＋ de
die ursprünglichen 5 des oben mit bezeichneten materiellen
Punktes , so sind ihre Aenderungen bei der Deformation des Körpers :

323 05 93
6. e

Ol⸗ 00% 0

0˙7 0½
3 — Æπιν dον =Æι α1¹

07/ 8 1
02

399˙ 05 93³85— 7 1 —
945

dla⸗ I ＋ ◻ 052

und indem nun die Projectionen der 875 70 2 die Coordinatenaxen,die ursprünglich dla , diß, de waren , sich beziehungsweise um 1 — C.
JJ½i— , A — geändert haben , während die Länge dieser Strecke selbst
von ds in ds ( 1＋E ) überging , ist

d6 ( i0U ( 4 . S — 0 ＋E ( ο CI ) ＋ deEA95
Daraus folgt mit Rück 1 auf die Gleichung

ds à ¶ d dονν ＋＋ d

bei Vernachlässigung kleiner Grössen zweiter — —
de

ae ue e e
und daraus durch Einsetzung der Ausdrücke von Ei, J1 , ( i sowie mit

8. *

— —

4g
os a ,

32
3 5 23 — 5Fa . 0⁸ fb zf 0⁰⁸

57
C05 ＋

F 57
005 f C0⁸

— 0 608 0 0 % ( 25 )85( 5. auedsL( 55
0%7%

E 57, 28
O % Se; , 0

wenn = 0, = 00 oder /σ 0 ist ; diese partiellen Differentialquotienten
von F nach æ, von 77 nach und von Fnach 2 sind also die Dehnun gen

11 . — Nach Gleichung ( 25 ) ist e beziehungsweise

im Punkte Pnach den Richtungen der Coor 1 6
die mit e , ey, ei bezeichnet seien .

Was die Coefficienten der Cosinus - Producte in derselben Gleichung
betrifkt , so seien im ursprünglichen Zustande des Körpers von P aus die

Grashof , Elasticität und Festigkeit . 2
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unendlich kleinen Geraden PAε du parallel der Axe , PB d
parallel der / Axe , POds parallel der Axe gezogen und A51 B,

als materielle Punkte wie P verstanden . Mit der Deformation ist dann

( TFig. 2 ) eine Verschiebung von Cgegen P im Sinne

der / Axe :
07

08 = 5 L42
0

und eine Verschiebung von B gegen P im Sinne der

- Axe :
2, 572
＋ B 81 — — 6—7—

9

verbunden , 1130 eine Veränderung des ursprünglich rechten Winkels B70

um die kleine Winkelsumme :

0¹7 5 00
Cοαανεεοε =

Yον

Das ist der Coefficient von Cos g6 co⁸S) in Gleichung ( 25 ) , der mit be -

zeichnet sei , ebenso wie der Coefficient von coοs; οs⁸̃ ασ mit / %5, der von

C0⁸G& Cοe⁸ο mit ½%; jenachdem die datlurch ausgedrückten kleinen Aende -

rungen der Winkel B70C , CA , 4PB Verkleinerungen oder Ver -

grösserungen derselben entsprechen , sind α , // , /½ positiv oder negativ .
Diese Grössen / , /%%/, J/½ sind ebenso den Schubspannungen u , 2 ,

22 analog wie die Dehnungen es , e5y, éz den Normalspannungen Cs, Ov, O2.
Sind nämlich ( Fig . 2) 5B“ und C“ die Projectionen von B . und Ci be —

ziehungsweise auf P C und PBI , so heisse

5 E

598 „31 1
ersteres Verhältniss die Schiebung im Punkte P der azur „ - Axe senkrechten
Ebene ( CPA ) im Sinne der - Axe , letzteres die Schiebung im Punkte P
der zur - Axe senkrechten Ebene ( 4P5 ) im Sinne der / - Axe ; beide
sind einander gleich und zwar , sofern sie sehr klein sind , bei Vernach -

lässigung kleiner Grössen zweiter

9 7 5. 5
5 —Pd Hx ,

analog wie nachi Eleächung ( 1) die Schubspannungen %½ und 22 einander
gleich gefunden wurden , so dass beide kürzer mit 2, bezeichnet werden
konnten . Ueberhaupt können nun * Y , als die Schiebungen
oder Gleitungen bezeichnet werden , die in dem betreflenden Punkte
beziehungsweise in den zur ù und 2 - Axe senkrechten Ebenen im Sinne
der 2 - resp . / Axe , in den zur 2- und zur Y Axe senkrechten Ebenen
im Sinne der resp . E- Axe , und in den zur und zur - Axe senk -
rechten Ebenen im Sinnie der

* resp . AAxe stattfinden . Mit den erklärten
Bezeichnungen :
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erhält Gleichung ( 25) die Form :

ν EsCο⁸ðσν eα οννιν ＋- en Cον α ο⁸Sgg oo⁸
＋ V/ CoS7, coãα ＋νo⁸d ο²ονοοο . ( 27 ) .

12. — Denkt man sich im ursprünglichen Zustande des Körpers vom
Punkte 77 als Eckpunkt aus ein unendlich Kleines Parallelepipedisches
Massenelement abgegrenzt , dessen Kanten PAν d , P e
den Axen der , / ,

« parallel sind Fig . 1, Nr . 2) , s0o geht dasselbe bei
der Deformation des 3 in ein etwas schiefwink liges ösalletebideenüber , dessen Kantenlängen = d ( 1 ＋ eY. d / ( 1 eνο , de ( 1 ei und
dessen Winkel an dieges dreierlei Kanten bezichungsweise um VV. V
von rechten Winkeln verschieden sind , 8o dass 2. 55 die Winkel an den

an den Kanten B C und BC 5*2 2
Kanten PA und PA !

werden u. s. f. Diese Art der Deformation des Körperelementes , wobei es
nach wie vor parallelepipedisch bleibt , charakterisirt also den Deformations -
zustand im Punkte P bei Vernachlässigung kleiner Grössen höherer Ord -
nung ; bei Berücksichtigung der letzteren könnten die gegenüber liegenden
Begrenzungsflicl hen des ausserdem gegenseitige Neigungen
und Verdrehungen erfahren und in krumme Flächen

Noch anschaulicher kann der Deformationszustand im Punkte P dar -
gestellt werden durch die Deformation eines Massenelementes , das im ur -

sprünglich zen Zustande des Körpers von einer um P als Mittelpunkt mit
einem unendlich kleinen Halbmesser d' s beschriebenen Kugelfläche begrenzt
wird . Sind PA , V5 , P0 die mit den Axen der 4, , parallelen
Halbmesser dieser Kugel und d , d/ , dl die ursprünglichen Coordinaten
des Punktes der Kugelfliäche iun Beziehung
Axen , so sind ( A, 5B, C, 0 als materielle 5 wie P verstanden)

dαον ν dꝗ ( 1 ＋ er ) , dei dæ ( 1 K E
die durch die Deformation veränderten Coordinaten des Punktes Oin Be -
zielung auf die veränderten Halbmesser PA , P , P als 0 Allge -
meinen jetzt etwas schiefwinklige ) Axen . 5 der Gleichung

Gο
4 d%% de ?

„ „ . . . .

folgt dann als Gleichung des geänderten Ortes der Punkte O, d. h. als
Gleichung der deformirten Kugelfläche in Beziehung auf die neuen Axen
Pd , Ph , PC :

14371 * . e )*
le — —( rCat ( 5 HE

d. i. die eines Ellipsoids in Bezug auf die conjugirten Halb -
messer ds ( 1 ο , ds ( 1E eh ) , ds ( 1Æ ) ͤals Axen . Da die
Axrichtungen der , / 4 beliebige zu einander senkrechte Richtungen
sind , 80 folgt also , dass ein unendlich kleines kugelförmigss
Körperelement durch die Deformation in ein Ellipsoid
übergeht , dessen je drei conjugirte Durchmesser ur -
sprünglich zu einander senkrecht waren ; es heisse das

Deformationsellipsoid .
2 *2
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13 . Der Ausdruck ( 27 ) von é hat in Beziehung auf d, 6, 7 die -

selbe Form wie der Ausdruck ( 6 ) von o, aus dem er durch Substitution

1
von & für 0 und von für 2 erhalten werden kann . Er gestattet

deshalb auch ähnliche Folgerungen wie jener ; insbesondere ergiebt sichi

durch eine Betrachtung , die der in Nr . 5 angestellten ganz analog ist ,

dass es in jedem Punkte des Körpers 3 zu einander senk -

rechte Richtungen giebt , für welche , wenn sie als Axen

der 4, ½ genommen werden , die Schiebungen , 7½ J½

Nullsind , 80 dass also ein unendlich kleines parallelepipedisches Körper —

element , dessen Kanten diese Richtungen haben , auch bei der Defor —

mation rechtwinklig bleibt . Die Dehnungen nach diesen Richtungen heissen

die Hauptdehnungen für den betreflenden Punkt und seien mit

E1 22 833
bezeichnet . Die conjugirten Durchmesser des Deformationsellipsoids , mit

denen sie nach Nr . 12 zusammenfallen , sind rechtwinklig gegen einander ,

also die Hauptaxen desselben , woraus weiter folgt , dass unter den

Hauptdehnungen sich die grösste und die kleinste

Dehnung ( algebraisch verstanden ) befindet , die in dem be -

treffenden Punkte nach irgend einer Richtung statt⸗
findet .

Dieser Umstand , demzufolge eine Hauptdehnung als ein Maximal -
oder Minimalwerth von “ charakterisirt werden kann , somit als eine

Dehnung , die unverändert bleibt , wenn die Richtung unendlich wenig
geändert wird , dient zur Bestimmung von ei , 2 , 8j3 nach Grösse
und Richtung vermittels der auf beliebig gewählte rechtwinklige Axen
der , 7/, bezogenen Dehnungen sd , ey , e und Schiebungen 7⁴ οο N.H — — 4 0
Setzt man nämlich in Gleichung ( 27 )

( Cο αουτνvοe ＋ dαο⁰νπνι für e

und differenzirt die Gleichung nach einander in Beziehung auf 008 d, Cos f ,
C05 , so wird , wenn man dabei die Dehnung e als eine Constante behan -

delt , dieselbe eben dadurch als eine Hauptdehnung charakterisirt , für
welche so die folgenden Gleichungen erhalten werden :

2 ( e — s8) Co⁸ αοντ ν C⁸ ＋ 7ν Cονν⸗σ

J COõS ＋2 (e/ — 6) C0＋E - ν αονν =e =σ „

5 Co⁸õοα ε νν Cοα 2 ( E — e) C09 =

Sie unterscheiden sich von den Gleichungen ( 7 ) zur Bestimmung der

Hauptspannungen ebenso wie sich Gleichung ( 27 ) von Gleichung ( 6) unter -

8 1
scheidet , nämlich nur dadurch , dass è an die Stelle von C uneé an—
1 N 5 3 333 Ndie Stelle von getreten ist ; durch dieselben Substitutionen erhält man

deshalb auch aus Gleichung ( 8) die folgende cubische Gleichung in E:
4 ( e — ) (e7 — 6) ( e. — ) — (Eε — 6) 7 — ( ν =„ ) 2

7
— (εε 9% ◻ενσενeοσ ο . 60 ) ,

deren Wurzeln S el , es , ez sind , sowie auch den dortigen entsprechende
Ausdrücke von 608 d, CoS5B, C057 . —
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Bei Benutzung der Hauptdehnungsrichtungen als Axrichtungen der

N, / 2 geht Gleichung ( 27 ) über in :

2 ei C0082 οrE eg 082 6 EL 66 C0082 , ( 661) ,
und es folgt daraus , analog den Folgerungen aus den Gleichungen ( 14 ) und
( 15 ) in Nr . 7 bezüglich auf h2 und , dass in jedem Punkte die
Summe der Dehnungen nach je drei zu einander senk⸗
rechten Richtungen gleich gross ist . Zugleich hat hier diese
unveränderliche Summe eine bemerkenswerthe Bedeutung . Da nämlich das
Volumen des parallelepipedischen Körperelementes da di de nur durch
die Aenderungen der Entfernungen , nicht durch die gegenseitigen Ver -

schiebungen seiner parallelen Seitenflächen sich ändert , so ist das geän -
derte Volumen bei Vernachlässigung kleiner Grössen höherer Ordnung :

d ( 1＋ eοdy ( 1 ＋ eπν de ( 1＋ ιισσ d di dæ ( 1＋ αια ν L 6%,
und hat also die Summe

f —es ＋ EyE E ei E ＋E3 ( 32 )
die Bedeutung der verhältnissmässigen Volumenänderung ,
des Volumenausdehnungscoefficienten , in dem betreffenden Punkte .

Analog der Entwickelung in Nr . 8 lässt sich endlich nachweisen ,
dass die Schiebung ein Maximum wird in den 6 Ebenen ,
die dureh die Richtungslinien der Hauptdehnungen
gehen und die Winkel der je zwei anderen dieser Rich -

tungslinien halbiren , sowie dass diese paarweise gleichen Haupt -
schiebungen die Werthe haben :

683 )

C. Beziehungen zwischen dem Spannungs - und dem Defor -

mationszustande in einem Kʒörperpunkcte .

14 . — Es sei wieder P ein materieller Punkt des Körpers , von
welchem aus die Gerade PP “ unter den Richtungswinkeln d, 5, „ gegen
die im Körper fixirten Axen der , / gezogen jist ; din sei ein bei
P in der Entfernung PP , von P befindliches Massenelement , dessen
sämmtliche Dimensionen unendlich klein sind . Im Zustande der Belastung
und entsprechenden Deformation des Körpers , wobei die Dehnung im
Punkte P nach der Richtung PP ! e sei , übt das Massenelement dim
auf ein im Punkte Pzu PP ! senkrechtes unendlich Kkleines Flächenelement

pro Flächeneinheit desselben nach der Richtung PP “ eine gewisse Kraft

aus , die proportional d und ausserdem von , d, 6, undes abhängig ,
also = V. ( , d, f , y, &) dm àu setzen ist . Sofern es sich hier aber nur
um denjenigen Theil der fraglichen Kraft handelt , der durch die Defor -
mation bedingt wird , also mit 8 τ ο wverschwindet , und ferner gemäss der

Erfahrung , dass jede in gewisser Weise linear gemessene Deformation
eines Körpers den belastenden Kräften und somit den ihnen entsprechenden
betreflenden Spannungen um s0o genauer proportional gesetzt werden kann ,
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