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allel mit der y- Axe und
sem Falle

gleich-

Cteraden halbiren, die vom Punkte P aus pe
der z-Axe gezogen werden. Die Spannungsellipse st n «
ein Kreis, wihrend die Richtungseurve der Spannungen aus zwe

seitigen Hyperbeln besteht.

Wenn die auf beliebige rechtwinklige Axen der z, 7, 2 bezogenen
Spannungen 6., Oy, 0, Tx; Ty, T, ausser der Gleichung (20) anch der
Gleichung

5. O - 2 =
Oy 0, 1 0y Ox O 0y —T:" — Ty — T =10

(22)

entsprechen, so sind zwei Hauptspannungen = Null, etwa g,
und ¢; = 0, wiihrend nach Gleichung (21) dann

0, = Oz Oy 1 G oh e m e sl ]
ist. In diesem Falle, der insbesondere dann stattfindet, wenn die
Spannungscomponenten oy, Oy, 0,y Tx, Ty, T, alle = Null

sind ausser einer Normalspannun g, die dann die Haupt-
spannung o, ist, folgt aus den Gleichungen (13): cosu=—cosv= 0,
t
also in der Hauptspannungsrichtung o,. Fiir jede Fliche,
deren Normale den Winkel « mit der Richtung von @, bildet, ist:

also coshl—=—-+1: die Richtungslinie jeder Spannung p lieg

1 L
pH= + 0, oS, 0 =0, (05" &, r— -+ - 0, sm 2a (24),
also 7 am grossten = + — 0y in allen Ebenen, die unter 45% gegen die

Richtung von ¢, geneigt sind.

B. Der Deformationszustand in einem Korperpunkte.

10. — Es sei wieder P irgend ein materieller Punkt eines Korpers,
PP irgend e von P aus gezogene Richtung, unter den Winkeln &, 3,
geneigt gegen die im Korper fixirten rechtwinkligen Axen der z, 7, 2.
Ist dann @) ein dem Punkte P unendlich nahe gelegener materieller Korper-
punkt in PP, ds die Linge der Strecke () im urspriinglichen Zustande
des Korpers (d. h. vor seiner Deformation in Folge der Einwirkung
finsserer Kriifte) und A4 ¢ds die mit der Deformation verbundene Liingen-
inderung der Strecke P (), so heisst der Quotient
1ds
ds
die Dehnung (Ausdehnung) im Punkte P nach der Rich-
tung PP’; sie ist positiv oder negativ, absolut genommen eine Aus-
delmung im engeren Sinne oder eine le.-::tm1||n-mf.ii~h.1.mg. jenachdem sie
einer Verlingerung oder Verkiirzung der Strecke P¢) entspricht, und wird
hier immer als ein sehr kleiner Bruch vorausgesett.

Durch die Dehnungen &, die im Punkte P nach allen Richtungen
stattfinden , ist offenbar die Deformation jedes diesen Punkt enthaltenden
Korperelementes, dessen siimmtliche Dimensionen unendlich klein sind,
d. h. der Deformationszustand im Punkte P des Kor pers
bestimmt, analoger Weise wie die Spannungen p im Punkte P aller durch
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ihn hindurch gehenden Ebenen den Spannungszustand in diesem Punkte
bestimmen. Ebenso aber wie letzterer schon durch 3 von einander unab-
hiingige Girissen vollstiindig charakterisirt wird , indem die ihn unmittelbay
bestimmenden 6 Spannungen oy, Oys Oy Txy Tys Ty durch die 3 Glei-
chungen (2) verbunden sind, so auch der Deformationszustand, und zwar
Li\‘-L‘]I \1:]| solche 8 Grossen hier unmittelbar

rkennen in den Aenderungen
denen die urspriinglichen Coordinaten w, Y, 2 der materiellen

& 05

Punkte in Folge der Deformation des Kirpers unterworfen sind, indem
dadurch die Dehnung & in dem beliebigen Punkte /” nach d beliebigen
Richtung PP’ (e, 2, y) ausgedriickt werden kann. Sind nimlich

@+ d, Y+ n"lﬂj.r. 2+ dz
die urspriinglichen Coordinaten des oben mit () bezeichneten materiellen
Punktes, so sind ihre Aenderungen lu_-i 11{‘1' Deformation des Korpers :

o0& 0§
E—=F1l 2dzt—2d = d 2
21 : 0z L'; G 2z
07 oy o
ST a: % _: f)lf.f f{f)‘ i .ﬂ.i‘ L
ool 4655 30
2 h,- ar

und indem nun die Projectionen der Strecke P auf die (uu1‘r11|1”nmu\m
die nrspriingliuh = dzx. dy, dz waren, sich ])l‘/i(h[l”f'\\\‘ll-\;' um &

n—n § Illl]l‘l'; haben, wiihrend die Liinge dieser Strecl
von ds in ds fl -+ &) iiberging, ist
8t (14-6) P (& — 31 (dy -, — 1) b (-5 —

= =
Daraus folgt mit Riicksicht auf die l-huhunfr

dsi=dg*tdy?|dz?

bei Vernachliissicung kleiner Gros

i sen zweiter Ordnung :
s & —¢& dz | m—n dy A dz
@8 ds o deny del dEneds
und daraus durch Einsetzung der Ausdriicke von &, L, sowie mit
da dy 9 dz
= €03 &, 1 — (08 %
ds ds ! ds ’
£ : 1 4 : { on o
g= —= o5 2qr |- cos® § |- / —I'— ( — | ) cos 3 cosy
or M i 0z af)‘

)r'nr_;l.a'rtr'r_l.h'l"} - (25).

FOL | dE (ﬂi—' :
4 (=4 =2 ) eosycos e == (5= -
(35t 55 ) osremat (5 +5

¢ ; DE LR 06
I1. — Nach Gleichung (25) ist & bezichungsweise = =, —!, =,
o oy 02
wemn ¢=0, #=0 oder =0 ist; diese partiellen Differentialquotienten
von & nach x, von 5 nach y und von [ nach 2 sind also die Dehnungen
im Punkte P nach den Rich tungen der Coordinatenaxen,
die mit &, &, & bezeichnet seien.

Was die Coefficienten der Cosinus-Producte in derselben Gleichung
In‘n‘ill'l. S0 seien im 1Il-1!l’llfi"ll£]li n Zustande des Korpers von P aus die

ashof, Elasticitit und Festig
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unendlich kleinen Geraden PA = da parallel der z-Axe, PDB=dy
parallel der y-Axe, P(C = dz parallel der z- Axe gezogen und A, B, C
als I||:111‘i'i‘-1|;' Punkte wie P verstanden. Mit der Deformation ist dann

Fig, 2 (Fig. 2) eine Verschiebung von (' gegen P im Sinne

o __ der 4 - Axe:

0z
und eine Verschiebung von B gegen P im Sinne der
z-Axe:
B B oL
Bt ; Bl — dy
£ oy
verbunden, also eine Veriinderung des urspriinglich rechten Winkels 7 P
um die kleine Winkelsumme :
15 ' 4}:

i
CPC, S BPE = 2,
PO+ BPB =yt

¢ in Gleichung

Das ist der Coefficient von cos 8 cos

% der mit ¥z bhe-

zeichnet sei, ebenso wie der Coefficient von cosy cosa mit y,, der von

7 gedriickten kleinen Aende-
rungen der Winkel B P, CFPA, APEB VYerkleinerungen oder Ver-
a

Ye's Vv Yz positiv oder negativ.

cos ¢ ¢os 3 mit 7, ; jenachdem die daturch aus

grosserungen derselben entsprechen, sind 9., vy 3

Diese Grissen v, , ¥ s ¥ sind ebenso den Schubspannungen ., %y,
7, analog wie die Dehnungen &, &, & den Normalspannungen a, Oyy Oy
Sind némlich (Fig. 2) B’ und (! die Projectionen von L‘l und () be-
zichungsweise anf P (), und P B,, so heisse
P B P
S == ) e
. I .;'1 ! P,
ersteres Verhiiltniss die Schiebung im Punkte P der zur y-Axe senkrechten
Ebene ((' PA) im Sinne der 2

der zur g-Axe senkrechten Ebene (A P B) im Sinne der y-Axe; beide

Axe, letzteres die Schiebung im Punkte P

sind einander gleich und zwar, sofern sie sehr klein sind, bei Vernach-
lissigung kleiner Grossen zweiter Ordnung
T - :
= — Winkel B, PO, = yx,

analog wie nach Gleichung (1) die Sehubspannungen 7., und 7,, einander

*hnet werden

gleich gefunden wurden, so dass beide kiirzer mit 7, beze

konnten.  Ueberhaupt kémnen nun yy, %y, %, als die Schiebungen
oder Gleitungen bezeichnet werden, die in dem betreffenden Punkte
beziehungsweise in den zur - und 2- Axe senkrechten Ebenen im Sinne

der z- resp. y-Axe, in den zur z- und zur z- Axe senkrechten Ebenen

im Sinne der - resp. z-Axe, und in den zur #- und zur y-Axe senk-
rechten Ebenen im Sinne der y- rvesp. a-Axe stattfinden. Mit den erklirten

Bezeichnungen : o8 on , oL
By === =5 Y= LA _—
0 02 0y
01 of r?f 9
e Loy Anfer—s - = ‘ . " . (26
T 0w~ dz | )
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erhilt Gleichung (25) die Form -

E— E.C05% ¢ - & cos® —I-:— &, C05> Y= |r'u.~.'|.)} cosy
= ¥y LOSY COS : - ¥y COS O r'u.‘-il.'_a} o AN
12. — Denkt man sich im urspriinglichen Zustande des Kiorpers vom
Punkte I’ als Eckpunkt aus ein unendlich kleines parallelepipedisches
Massenelement abgegrenzt, dessen Kanten P4 — du. PB— dy, PC=dz

den Axen der @, y, z parallel sind (Fig. 1, Nr. 2), so geht dasselbe bei
der Deformation des Korpers in ein etwas schiefwinkliges Parallelepipedum

iiber, dessen I\--'“lil']ll.'llil.l\_’{‘li —dx (1 —+ &), u"lfl,rf 1 £y dz (1 &,) und
dessen Winkel an diesen dreierlei Kanten beziehungsweise um Yss Yy Ve
von rechten Winkeln verschieden sind, so dass z. B. die Winkel an den
: 7T : ; i

Kanten I’ 4 und P'A' — 5 — 7« an den Kanten B C* und B/'(' = S

werden u. s. f. Diese Art der Deformation des Korperelementes, wobei es
nach wie yor [Iill':'l“l'lt’iiilli_’L]]F'."I bleibt , charakterisirt also den Deformations-
zustand im Punkte P bei \'wl'||;u‘.'|l;'i.-'-.-i,uung

kleiner Grissen hisherer Ord-
nung; bei Beriicksichtigung der letzteren kimnten die gegeniiber liegenden
Begrenzungsflichen des Korperelementes ausserdem gegenseitige Neigungen
und Verdrehungen erfahren und in krumme Flichen iibergehen.

Noech anschaulicher kann der Deformationszustand im Punkte P dar-
gestellt werden durch die Deformation eines Massenelementes, das im ur-
spriinglichen Zustande des Kérpers von einer um P als Mittelpunkt mif
einem unendlich kleinen Halbmesser s beschriebenen Kugelfliche begrenzt
wird. Sind P4, PB, PC die mit den Axen der 2, y, 2 parallélen
Halbmesser dieser Kugel und da, dy, dz die urspriinglichen Coordinaten
des Punktes () der Kugelfliche in De iehung auf PA, PR, P( als
Axen, so sind (A, B, (, ) als materielle Punkte wie P verstanden)

doy = de (1 + &), dy, = dy (1) ¢,.), de, =dz(1 --i-{',]

die durch die Deformation veriinderten Coordinaten des Punktes ) in Be-
ziehung auf die verinderten Halbmesser PA, PB, P( als (im Allge-
meinen jetzt etwas schiefwinklige) Axen. Aus der Gleichung

= . rr’..i,i2 I d
r_r’:‘ ! ds? 1 ;.l":{i-’
folgt dann als Gleichung des geiinderten Ortes der Punkte ), d. I, als
Gleichung der deformirten Kugelfliche

E4d, PR, B(-

dipt URELY) sy INGD. e g g
(._,}fn-'.::i i]-_-?x]) K ( nf.\-'{_'l'—:l— r,,.)) Z (?L«f"'('i —1!-5'#:,‘?) Bt o

d. i. die Gleichung eines Ellipsoids in Bezng auf die conjugirten Halb-
messer = ds (1 &), ds(1-t¢&), ds(1-4g) als Axen. Da die
Axrichtungen der x, ¥, 2 Iurliil:higt: zn einander senkrechte Richtungen
sind, so folgt also, dass ein unendlich kleines kugelfarm iges
Karperelement durch die Deformation in ein Ellipsoid
iibergeht, dessen je drei conjugirte Durchmesser ur-

n Beziehung aunf die neuen Axen

spriinglieh zu einander senkrecht waren; es heisse das
“t'f'U]']]'I.'rl[]ul1:§z'|]i|}:’-irni|].
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13. Der Ausdrock (27) von & hat in Beziehung auf a, 8, 7 die-
selbe Form wie der Ausdruck {(6) von ¢, aus dem er durch Substitution

1 : .
von & fiir ¢ und von — y fiir 2 erhalten werden kann., KEr gestattet

2
deshalb auch #hnliche Folgerungen wie jener; insbesondere ergiebt sich

dureh eine Betrachtung, die der in Nr. 5 angestellien ganz analog ist,

dass es in jedem Punkte des Kirpers 3

zu einander senk-
rechte Riehtungen giebt, fiir welche, wenn sie als Axen
dera, 9,2 genommen werden, die Schiebur
Null sind, so dass also ein unendlich kleines paralle
element, dessen Kanten diese Richtungen haben, auch bei der Defor-

an A Al ek
ren Ysx; Yy Yz =

pipedisches Kirper-

mation rechtwinklig bleibt. Die Dehnungen nach diesen Richtungen heissen
die Hauptdehnungen fiiv den betreffenden Punkt und seien mit

& & &
bezeichnet. Die conjugirten Durchmesser des Deformationsellipsoids, mit
denen sie nach Nr. 12 zusammenlallen, sind rechtwinkliz gegen einander,
also die Hauptaxen desselben, woraus weiter folgt, dass unter den

Hauptdehnungen sich die grisste und die kleinste
l)i-]:nun{__f (algebraisch verstanden) befindet, die in dem be-

treffenden Punkte nach i nd einer Riehtung statt-

findet.
Dieser Umstand , demzufolge eine Hauptdehnung als ein Maximal-

oder Minimalwerth wvon & charakterisirt werden kann, somit als eine

Dehnung, die unveriindert bleibt, wenn die Richtung unendlich wenig
geiindert wird, dient zur Bestimmung von &, &, & nach Grisse
und Richtung vermittels der auf beliebig gewiihlte rechtwinklige Axen
der @, 9, # bezogenen Dehnungen &, &, & und Schiebungen Yes Vyr Ve
Setzt man nimlich in Gleichung (27)

& (cos?a 4 cos® - cos?y) fiir &

und differenzirt die Gleichung nach einander in Beziehung auf cos e, cos 3,
cos y, so wird, wenn man dabei die Dehnung & als eine Constante behan-
delt, dieselbe eben dadurch als eine Hauptdehnung charakterisivt, fiir

weld

e 8o die in]l enden clili_‘ll"‘llillllﬂ".'“ erhalten werden :

2 [€x E) COS @ —= Y2 COS 3 - Yy COS Y 1]
YaCOS 01— 2 (& — €) cos 8 - 0 S 1
YyCOSO—Yx COS - 2 (&, — &) cosy =0 ’

Sie unterscheiden sieh von den Gleichungen (7) zur Bestimmung der

Hauptspannungen ebenso wie sich Gleichung (27) von Gleichung (6) unter-

scheidet, nimlich nur dadurch, dass ¢ an die Stelle von ¢ und ) an

f

die Stelle von 7 getreten ist; durch dieselben Substitutionen erhiilt man
deshalb auch aus (_;11_'i|_'|il!ng (8) die |'1_llgtrllt[l.‘ cubische (:ln'il'flllng m E&:

[ 4

—(&:—€) 72"

4 (ex— &) (8y—&) (&2 — &) — (8x — &) 7?2 (ey — &) y5°
T YeYeYze= U . (30),

sind, sowie auch den dortigen entsprechende

COS %
i
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Bei Benutzung der Hauptdehnungsrichtungen als Axvichtungen der

x, ¥, 2 geht Gleichung (27) iiber in:

£ =g oS- ot &, |"rj-.'\'-‘J‘.)j == &y cos® ¥ . i y (31 }__
und es folgt daraus, analog den Folgerungen aus den Gleichungen (14) und
(15) in Nr. 7 beziiglich auf p* und @, dass in | edem Punkte die

Summe der Dehnungen nach je drei zu einander senk-

rechten Richtungen gleich gross ist. Zugleich hat hier diese
unveriinderliche Summe eine bemerkenswerthe Bedeutung. Da niimlich das
Volumen des parallelepipedischen Korperelementes da dy dz nur durch
die Aenderungen der Entfernungen, nicht durch die gegenseitigen Ver-
schiebungen seiner parallelen Seitenflichen sich dndert, so ist das geiin-
derte Volumen bei Vernachliis

igung kleiner Grissen hiherer Ovdnung
dx (14-&5) dy (1) &) dz(1+e)=dzdydz ['_l -+ & &y ;_-K}_
und hat also die Summe

e=& &&= &+& . . . (32)
die Bedeutung der verh#ltnissmissigen Volumeninderung,

des Volumenausdehnungscoefficienten, in dem betreffenden Punkte.

Analog der Entwickelung in Nr, 8 lisst sich endlich nachweisen,
dass die Schiebung ein Maximum wird in den 6 Ebenen,
die durch die Richtungslinien der Hauptdehnungen
gehen und die Winkel der je zwei anderen dieser Rieh-
tungslinien halbiren, sowie dass diese paarweise gleichen Hau pt-
schiebungen die Werthe haben:

£ : i pbllbe S Sole | pped oplhB

/i1 =i = 2 2 . 2 {3

und rechtwinklig beziehungsweise g

&, & gerichtet sind.

C. Beziehungen zwischen dem Spannungs- und dem Defor-
mationszustande in einem Korperpunkte.

14. — Es sei wieder P ein materieller Punkt des Korpers, von
welchem aus die Gerade PP’ unter den Richtungswinkeln e, 8, 7 gegen

diec im Kborper fixirten Axen der #, g, z gezogen ist; dm e bei
P! in der Entfernung P P! # von P befindliches Massenelement, dessen
simmtliche Dimensionen unendlich klein sind. Im Zustande der Belastung
und entsprechenden Deformation des Korpers, wobei die Dehnung im

Punkte P nach der Richtung P P’ — & sei, iibt das Mas

enelement dm

auf ein im Punkte P zu PP’ senkrechtes unendlich kleines Flichenelement
pro Flicheneinheit desselben nach der Richtung PP’ eine gewisse Kraft
aus, die proportional dm und ausserdem von #, @, [, y und g abhingig,
also = F (r, &, By 7y €) dm zu setzen ist. Sofern es +h  hier aber nur
um denjenigen Theil der fraglichen Kraft handelt, der durch die Defor-
mation bedingt wird, also mit &= 0 verschwindet, und ferner gemiiss der

Erfahrong, dass
eines Korpers den helastenden Kriiften und somit den ihnen entsprechenden

jede in gewisser Weise linear gemessene Deformation

betreffenden Spannungen um so genauer proportional g

setzt werden kann,
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