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j\:lni‘wln-;'r_ ich im meiner Arbeit?)

chanik fiir mehrere unabhiingige Varia

vine Ausdehnung der Sitze der Mechanik, die ich [r

kinetische Potentiale beliebiger Ordnu

metern und der Zeit als einzigen unal
ge Anzahl unabhiingiger Variabeln

wickell habe, auf eine belieb

entworfen., will ich hier zunichst den

welchem eine physikalische Grolie durch

||i§i‘"|"i|ii:l!,fl"!"!'!'ll'_' ,.-"-,\4.'ii|-: Urdnung

abhiingigen Vanmabeln bestimmb wird

in der Mechanik wigharer Materie dic

[Fal dher or
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|-II:;|C|--|| durch die Differentialgleichuneg
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charakterisieren, wenn H ein kine

nung, t die Zeit und p emnen Paramel

oel p eme von den Raumkoordina

abhingige Variable, H eine in einem

vier unabhineigen Varnabeln nebst ihr

eituneen endliche und stetice Funktio

Potential erster Ordnung bezeichnen wi

p der partiellen Differentialgle

o H d oH | oH d
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i L. §
welche bekannthich 1m alleememnen auch durch das erweilerle
* ¥
Hami N 'seh | 11
{ Hdxdvdzdt ()

| 1
largestell verden kann, wenn die Integrale sich u n he-
shimmtes V L-rebiel ersirecken in dessen Grenzi i

1] L 11 F
des kinetischen Potentials H ans
-|;-c-'||r-:|||-||, ULl welche die Differenthialglen hun l 1ne jaer

ische 1st, bemerke man, dal, wenn

el WA 'L‘.!|-|_ die Gile hu i 1 Wegen der geforderten Identitiil

e
(2) H \ h, (%, ¥ 2 5 0) Bo + B Y02 LoD)-
e -

sefzl man nun

|3 f ;A p b
o wird, weil
o w,., .a\|||.I |\'I”,| h) ol w, ,'\'.'||. ,\'Unl
(%) : y : Iy
| Y X On I \[I || \I'\I‘I. Yy
| by d w, l 0w 0" w Y w,,
| | p
| 1 dx i x \RA On ox 0]
by d w p d w, 3 du
[ A I | - ( | 0
0 d 0 pa l 0 Py ol
. - |“I.I . 1
ist, wie unmiftlelbar zu sehen der LAGRANGE'schen
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d ap dx
1denisch e Ll NE
oW, L|-'I d w,
dy 1 d i
und daher auch
: . | w, d w ol w, o w
(=) : : = w
o 3 d s (12 dt
liese Differentialeleichung identiseh helriedigen I}'a abel
'[lgl“.:_-_. '||'| durch die |;!|'I"|I- el 2 ] | gegebenen }:"'
rehungen nur von x, v, #, | nd p abhingl, und di il w ge-
) ou
hiriee Lacraxgi'sche Gleichung infolgedessen () 1tiber
oD
|
geht, so wird w von p unabhiingig sein und mil emnen der nacl
x. v. z. t genommenen Differentialguotienten der Funktionen wy
reiniel werden konnen, so dafl sich als notwendige Be-

lineune dafiir. daf H der LacrancgiE’'schen Differen

tialgleichung identisch geniig die Form [iir dasselbe
eroibl
| w i u Iy i w
[6) I
ilx ! il | 1
worin we beliebige Funkl fn von y t und p sind

DaB dies aber auch die hinreichende Bedingung f[iiz
das identische Verschwinden der LAGRANGE'schen
(ileichung ist. eeht unmittelbar aus dem oben beziiglich der
Funkhonen wa hemerkten hervor

Man kann aber diese Bedingung auch unmittelbar an di
|i|||:'|| 2 _'LI"_'\I'lll"l' |"|-I:|| von H i~.I|I"I'-I-'I!_ wenn man h du ch
die Gleichung heschrinkt

=i o h ol o he o h Ol
i oD O x OV 07 01

15l namlich H von der Form (6), und setzl ma
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15t. wenn H eine von x, v, 2, {1, (el n Variabel pu
deren partiellen Differentialqu tienten erster Ordnung abhingige
Funktion bedeutet.

Zr Aufstellune der notwendigen und || nreichenden Be-
||i|||_l||'.__'!'= fiLe die |-_'\:'-.I'f.' e1nes |\'!-I'i|"'\='l':| Potent 1l =
Ordnune werde zunichst bemerkt, dall f in den zweilen par-
tiellen Differential |_\||!ir-||'|-:- linear sen ul Fernt o

us (99 leicht die Bedingungen

und die analogen, oder, wenn

(10]) |

Fqop und F Funktioner nm x,
1 ff alquotienten von

esetzt wird, worin Fo o,
partiellen Ihfferent

I|||:| & -..r|\\5|- .|.-|| ersien
p sind, durch Gleichsetzen der Koeflizienten von pgqe und pgj
die notwendigen Bedingungen

+ | H4 Is g v i Y
Intecrabilititsbedingungen (tleichungen

' durch die Gleichungen 11 und

wWorin

Umeekehrt ist aber
Bedinegungen 11, 12 13 ch di LT render
dafiir sind, dab sich mittels (10 ne Funktion [ er

ibt. welche ein kinetisches Potential besitzt, oder dab
ine Funktion H von x, v, 2, t und p sowie den ersten partiellen
von p existiert, fiir welche die Gleichung

Inflerenlialguotienten

9) identisch erfiillt wird
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willkiirliche Funktionen der einceschlos i
hedenten, u nach den Gleichunge 13) durch
14 1 I villkiirliche Funktion von v, Z
3 1 die Form der LAGRANGI hen Differential
Finei lassen, also B. d j ielle Differential-
(Pe) P (ps! P \Pal Pyy - (p) 0
> 1
che Pol i1l
'] [ _ (I} [}
fo (pe) dp fy (ps) dp fy (py) dp f(p)dp
L J [ J r ]

| eder Funktion | welcthe aen
e nterliegt, unendlich viele
enn bestimmt man emne Funktion
| | w il u
= W,

€1y o 7 it

lebige Funktiond 0l v. = LD
Hkiirliche Funktio on xX. v I 1sl

L worde K der partiellen Differential-
Y K d o K d oK
op | = \l. dt op

daher WL

d oH d oH, d' O H;

d v -I\||_ dz |'l|- d \E.,
h das kinetische Potential H: besitzen
I'ntersuchune der erster |||_"||-.- ‘]' I
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bemerklt werden. dal im Falle wiigharer Massen [iir emn von
eimem Parameter p und dessen nach einer nabhiingiee:
Variabeln t genommenen Ableitun s kinetizschi P

tential H die LacraxGi'sche Differ
o H d
'\"lJ o

dargestellt, und die Gleichu

willkiirliche Konstante bedeulel, als das Prinzi

der lebendigen Kraft oder das Enercieprinzip

1 | - : 1 - 1 o 4
das letzlere 131 das .'|||-_f|'|||-'!!|" In |'-_'|.|| ersiel

Ordnune der LacranGE'schen Gleichung, oder alle Funktioner

p von t, wel
prinzip und umgekehr
Wir wollen nun die Frage aufwerfen, welches die Be

zichung zwischen den Integralen der LAGRANGE'sch

gleichung zweiter Ordnung (1) und d
prinzip zu definierenden partiellen Differentialgleichung erster
Ordnung

o H oH o H o H

{f4) H P Dy 1 5p [y 3 4y P | t
besteht, wenn H emn von den unabhiingigen ariabe frele
kinetisches Potential erster Ordnu ] , und
@ eime noch niher zu bestimmende Funk r unab
hiingigen Variabeln isl

Substituiert man in H(p, py, pe ps pe), welches eine be

|-‘i.|'__'*' |"-|!|'.'||-.' 1 _--'|-"i'_.- I"|||||.||:|||! der 'l.' nmente sein sol
(15) P i rr||'_ Ps ;"..|', I || 1y |'.
WOrin fals ele von ejnet |J|I:||I||..J."_'i'_'l'|l "t.:."_.:.- In u abl LIDEELEXN

Funktion gedacht wird, und «, 3. ¥ beliechige Konstanlen

deuten, und selzl man
(16) Hiqg, aq’, Bq's 19, q') (H),

g0 werden der ..i.!-_.r'|| |:|-|||--|'!‘II||:_' .I-:!-_--- lie LAGRAN E'sche
Gleichung

Py A (H) d o(H)
(17) ~ . ()
du dq
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(18) (H) (f s

worin h 1 willkiir he Ko nte 18, 11 ler Beziehuno
mander s a1 Lal Inti e el inen Ll JRTRR {
wwleich Inteor ler andern sind =1 11 11 | ral e
[hfferentialeleichung (17
q [, B |
1 =i 11
(19) u X 3 f
s0 18t leicht » chen, dal
(20) p I o i L, ¢ A
n Int ral i {rlerchune 15f, o ida enn in diese
||||'I'|| 'l il Wi (] I () und sommil

vesetzt wird., dieseibe identisch hefriedigt wird. Es folgt nim-

|
-\Il :||
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. { | I | r |z | < |

.\\.i DD O P ) 0Py
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3MH hER ¥ H

Diq) | — (Daa) | | YD) | 5 x ] )

0D '\|"!' L“-'\_. ap

ithergeht, welch n die Form gesetzt werden kann

| : : — - | (.
h|| ol -.-"il: li_'\ i by 'I:': ! !'. atl I-\‘lJi

und somit aussact. daB die LacrangE'sche Gleichung
den Werl ) von n o he I'_-'n!i'__'l wird. Ebenso werden die Inte-
orale der Differentialgleichung 18) Integrale des Energie-
prinzips (14) sein, wenn @ (X, ¥, %, | eine Konstante und [
u der Wert aus (19) substituiert wird

\us der Aquivalenz der Gleichungen (17) und (18 folet
somit. daB die LacraNGE'sche Differentialgleichung (1) und das
Energieprinzip (14) fiir ein konstantes ¢ unendlich viele ge-
meinsame Integrale besitzén

Da aber (HY) die unabhingige Variable u selbst nicht ent-

hill, so wird | 1l meme In ral der talen Differentia
olpiehune 8) die Form habi
§ [ {n ( . h
OTIN ¢ el ilkiirliche Konslante bedeuls und zugleich ;
Heemeine Inteeral von (17) sein. Wi nile 3001 dall i
iu'-;r‘- kinetis« he Potential erster Ordnuneg diese un-
endlich elen Integrale LAGRANGE'sche [h1ff
entialgleichu 1), welche ein End leprinzip 1mn Cid
stalt der p tell Differd 1alglelichun 1 iir el
konslantes @ besi en. sich die Form f | 34
o [(ax +— Py = F2 11 e, o B T ohl,
worin o, B, ¥, ¢ W illkiirliche Konslanien bedeulen

So wird fiir das kinetische Poltential

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

BadenWiirttemberg



BLB

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

- Pt P
iitbereehen, wiithrend

(H) =.q" + (Il

&
vl " ]

enct man i 11 | S0 | i l

haltener Inti 1 i 1 Eu |y |Iif;- enlial-

alet iwwen. der von | Energiegleichun {
:

nilgen Da dieses In r will rlichen Kon-
1 5

tanten ; I rral des Energieprinzip

rstellt, so kann man aus diesen leemeine Integral mi

emer willkiirlichen Funklion won

herleites Inaem mal

(U Ui, b,

dzt, worin w eine willkiirliche

dret Variabelnverbinduneen

man den iir I gpfundenen \ Lrucl mil | T L&l
(e ey aen 1 r'||||:-.!|- 1 14 \Va 1 1n LIS (1 |
(il hungen
O] o1 1] e | 0 ol OF dw
i) g E ()

N o \ ¢ N o OB N \ B Y o de D
| 1t

|-' | aber i i olls 1l n Int o e der ur i
ki nie o renommenen Energiegleichunge nicht enthal en
Integrale Ulgemeinen ohne heschrinken Bedingu n fii
las kinetische Potential H der LAaGRA i hen Gleichung (
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prinzip unterhiegen, mag der KWiirze

Beispiel mil zwel unabhingigen

. - i ‘ 1] { 1
werden Fiir das kinetische Potential

H P | :'!-I ;"_'.

wird das vollstindige Integral des zugehdrigen Energieprinzips

V1 a 1 1
) [ |
A )
dargestelll sern, und es wi n zugleich alle diese Inlegrals

der zurehdrigen LacranciE'schen Differentialgleichung Gentige

eisten. Aus dem vollstiindigen Integral

] . y al 13 ¥
peselzt wird, das allgemeine Inte

aus der obigen Gleichung fiir p und

X at —oaw(a) 4+ (1 -+ a°) w' () ()

ergeben. Setzt man z. B. w (o) = o, 80 liefert diese Ehmin:

das Inteecral

nicht in dem wvollstiindigen enthalten 1st; man veril

ziert nun unmittelbar, dall es ein Integral de: Energiegleichung
ist. siehl aber ebenso leicht. daB es die Lasrange'sche Diffe-
renlialgleichung nicht belriedigl

Eg bleibt somil nur noch die Frage nach den Bedingungen
u beantworten. denen das kinetische Potenlial erster Urdanung
H geniigen mufl, wenn simitliche Integrale des Energieprinzig
14) fiir eine noch niher zu bestimmende Form der Funklion o
ler LacranGgE'schen Differentialgleichung gentigen sollen, und
daher, wenn @ eine willkiirliche Funkfion gewisser Variabeln

verbindungen sein kann, auch similiche Integrale er |

GRANGE 'schen Gleichung dem Energieprinzip unterliegen werden

Um von dem Energieprinzip (14 sur LAGRANGE'schen
Gleichung (1) iiberzugehen, leite man zundichst durch Differen-
tiation der Energiegleichung nach x, y, 2, [ mit Benulzung der
oben definierten Bezeichnungen H.., H,z die nachfolgenden fiir

alle Integrale des Energieprinzips gilligen Beziehungen hel
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b(HuDo+ Hi P+ He Pao+H Houbio) =
worin £, &, E, E, durch x, y, % t zu ersetzen sind.
\ddiert man diese mit den Multiplikatoren
VH,. Vi, Vi VE,
versechenen Gleichungen und vergleicht die so erhalten
siechung mit der durch

(21) p; YH;, ps VHes + ps VHay 4 pa VHy,

pliziel L.acraNGE'schen Gleichung |}, so erndlt man
lentifizierune unter der Vorausselzung, dall der Aus-

cl 2] weder i1dentisch noch dureh die Integrale l e
Enerciccleichung (14) verschwindet, die Bedingungsgleichungen

ir M n | nd niel von d nabhingieen Va
hel ) I Il 11L¢ { eriul L] wernn T
| Ial
I Il 1 11 [ 1ILS 10 } Wi 1 il il | 11
[ i i =1 | 'l!' = | il 11 'J 111 I LTl
sl | l1nl 1l l | 0

sein, in welchem Falle dann die Funktion ¢ die Form annimmi
(20) @ w X Ei¥ 3 A L),

wWorin ) eI 11} [ Funkl Tali ERA VK withrend
Gleichunge 24 | | kinetische | 1al rm

(26) H Q(p, i [ I P (p) py Po (p) p

(plp i Ip Wy p)

liefe VOTL lie Funklionen €, wp LT aren D
I 111 LIrL irlen 1
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hinreichende

Wir finden somit als notwendiee und
der Diffe

Integrale der

LLAGRANGE'S
I. wenn die rechle Seite des Energileprinzips eine

Konstante 1st. das kinetiseche Potential erster Ordnunge

den Gleieh 1nget 29 gentuel, und di Ausdruck
N p, VH
a—
woed identisch noch durch di [ i o] | Energeit
prin zips verschwindel
IT. wenn die rechie Seite d Energieprin I
riabel sein soll. diese die | 20 b Lz ! K11
tische Potential durch einen Ausdrucl on der GGestalf
261 bestimmt und die Bedingun erfill t, dald o«
Ausdruck
N5
W’
nicht durch die Integrale des Energiepi IpS V&
schwindet: in diesem Falle werden auch umgekehrd

giimtliche Integrale der LAGrRANGE'schen Gleichung

dem Energieprinzip geniigen

Nimmt man zu [. gehiorig der Mechanik

analog fiir H emme homoegene Funktion weilen Grades
Grrdlien py, pe. Pas | 0 ler F
w
H T’...HI"l'- 2 \ (P) Pa 1 (p)
— o
o gehi die Bedinguneseleichungeen 22 1
_"l (p) aalp) faalp)
i hes g0 daly das kimetisch Potential o | i an
)
I I\i' VI, .0} f(p).
—
und daher das Energieprinzip lauti
{ S Pa ) alp ] I (p) I
=
die |I!|l"_.:'.'|!_|' ilieses '.‘.-'Il||': ls0 1 lich ||| I (il I i

Gleichune

BLB BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK BadenWiirttemberg



( h
) \ (p) \I'-l"- Ap)) 2 (y D) = Pa ¥ (D))
LY - — = e|
i 0
o — Vi (p) |-1'I. «alp) ()
il — i
Greniiee leisten, da d \usdr
\‘
P \ |., I|Ll|
durch die Integrale des Energieprinzips nicht verschwindel
l'm fiir den Fall Il. noch direkt zu verihzieren, daly aucl
neekehrt similiche Integrale der LagrangE'schen Gleichung
1) ein Energieprinzip mit einer willkiirlichen Funktion wvon
ler Forn 25 besilzen. setze man 1 26
Pi T P . [y P.
;0 dali die Gleichung der Energie in

Q (p, P) y(p) w (x I

die LagrangE'sche Gleichung in

oy 2. P) _ ¥*Q(p,P)(dP , dP  dP
i dp dP P \dx ' dy

Man sieht zunichst wieder unmittelbar, dali aus dem
By _l'|: zip durch Differentiation nach Y k. ch Ad
dition der so entstehenden Gleichungen und Divigion mit P,
i he Lill -|||' |||'|--_' e der |'_||r'!'_"- -_----||||.|!.-_.; 1enl VT -
hwinden kann, sich die Lacranci'sche Gleichung ergib
Umgekehrt folgt aber auch aus
o0 o Q
(i &% . dp+ dP
35 9P+ 3P
crmbge der LAGRANGE'schen Gleichung
0" 0=Q /[dP dP dP dP 194
Q = dj P41 - i i yip) | + = dP
opaP oP* \dx dy dz dt . ol
o) y ) ) ¥ 0 ')
. Q (dl dl dl dP) ; ll-.‘.. A
dp w'inl d == | i
0l Iy iy ilz dl ol A |
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fiis 0Q o*'Qr /dP , dP , dP , 4P
d{s P -y .|| = [ ! ! ! ldp dP
| X3P TR ps == T dj PdPq,

| ix dy dz {

und da die rechte Seite dieser Gleichung fiir die Integrale der

LacranNGE'schen Differentialgleichung ein vollstindiges Diffe-
rential von der Form dw (x L, v b Z £) 1st, durch Integration

das Energieprinzip
Sel z. B. wieder fiir zwel unabhingige Variable x und t
QLip.P)=p+ P yp(p)=0,
so wird das alleemeine Integral des 1-”"r1"'i"'§”f:F'“
op | dp

S o Vp + w(x—t)

durch

{1 ¢/ 2
p=—(x+w x—1t) —wx—t
i /

dargestellt sein., wenn w, wiederum eimne willkiirliche Funktion
bedeutet. Ferner geht die LacranGe'sche Gleichung in
| |'_‘,|I | [u} | W) |F-.I :.J |
Ox : Ot i

iiber, woraus

X
) ) TR B L)
")
nnd hieraus
\.. i
P=——TXy|(x b))+ (x — 1)
1

folgt; es fallen daher die Integrale der LaGRANGE'schen

(Gleichung mit denen des Energieprinzips zusammen, wenn

I 1
W= ]
[ 7 Wy, Y, = '| i, w

oesetzt wird
Um nunmehr weitere Sitze zu erhalten, welche den anderer
|'r|1'-:«',i|r||']| f.JI'I' "I]I'I'E:.'lr'ii-\ \‘..-r'_[|l.'i!'-'-' Massen .Jl!.-‘!";f -i'll-J_ werden

mindestens zwei, von den vier unabhiingigen Variabeln x. v, z

£y
1

abhiingige Parameter p; und ps einzufithren sein
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