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Nachdem ich in meiner Arbeitt ) „ Die Prinzipien der Me —

chanik für mehrere unabhängige Variable “ die Grundzüge für

eine Ausdehnung der Sätze der Mechanik , die ich früher für

kinetische Potentiale beliebiger Ordnung von mehreèren Para —

metern und der Zeit als einzigen unabhängigen Variabeln ent —-

wickelt habe , auf eine beliebige Anzahl unabhängiger Variabeln

entworfen , will ich hier zunächst den Fall näher erörtern , in

welchem eine physikalische Größe durch eine lineare partielle

Differentialgleichung zweiter Ordnung mit vier voneinander un

abhängigen Variabeln bestimmt wird Probleme , die analog

in der Mechanik wägbarer Mateèrie die Bewegung von Massen —

punkten durch die Differentialgleichung

JN d 0I

0P Eu P
⁰

charakterisieren , wenn H ein kinetisches Potential erster Ord —

nung , t die Zeit und p einen Parameéter bedeutet .

Sei p eine von den Raumkoordinaten x, y, 2 und der Zeit

t abhängige Variable , Heine in einem bestimmten Gebiete der

vier unabhängigen Variabeln nebst ihren ersten partiellen Ab —

leitungen endliche und stetige Funktion , die wir als kinetisches

Potential erster Ordnung bezeichnen wollen , und genüge ferner

p der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung

(0
8 E d . 0 I

0P 8 ded ds dps on

wWorin

JP IP Ip 0P
˙ů S5Ry*

94 8Nt˖

ist , so soll die in den zweiten , von p nach X, y, z , t genommenen

partiellen Differentialquotienten lineare Differentialgleichung die

erweiterte LAGRANGE ' sche Differentialgleichung genannt werden ,

I1) Joνναν ũĩfùr vein - uαν˖V anꝗαεοεραν,⁊&dte Mathematiſ , Band 124
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welche bekanntlich im allgemeinen auch durch das erweiterte

HAuILTON ' sche Prinzip

8/Hdxdydʒadt 2 O

dargestellt werden kann , wenn die Inteégrale sich über ein be -

stimmtes x, y, 2, t - Gebiet erstrecken , an dessen Grenzen die

Variationen von p verschwinden .

Um zunächst die Fälle des kinetischen Potentials H aus —

zuscheiden , für welche die Differentialgleichung (1) eine iden —

tische ist , bemerke man , daß , wenn

d pa
p R0W2 — pag

0 pa
08

d põ
pa4175

N5
025 *

,
8

0 4

H 0II A

˖
Ho , 8

H. 6
0P 0 P 0 Po OP 0 PDoO Pg

gesetzt wird , die Gleichung ( 1 ) wegen der geforderten Identität

die Bedingungen

Ha g 0

liefert , und somit H in pi , pe , Ps, pa linear von der Form

sein wird

Ha „

Setzt man nun

( 3) ha d

S0 wird , weil

0
d 9ο ον 0 . d 9˙4

(4 * —Pp. . ůüů 1·
Æ NPpPP. l JXx dPp d pꝰ

2 2
d 8 /d N d doe R* ο dο

5Il 8 1
K öet es Jp I & Jpꝰ

5 d u˙ 10
—. & F

RD FFPr

5 d
ist , wie unmittelbar zu sehen , der LAGRANGE ' schen

d x

Gleichung
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& /dο a0e d uꝗ 8 (Acoa)
W ich elss dy ödpe dx 2 dpz aN

4 d oο
— 0

deib ö

identisch genügen , und ebenso

d d ½ d

d y d 2 dt

und daher auch

d d ο½ db , d u⸗
(850 FI

— — 00
01A895 d y d 2 dit

diese Difkerentialgleichung identisch befriedigen . Da aber

vermöge der durch die Gleichungen (2) , (3) , (4) gegebenen Be —

ziehungen nur von X, y, z, t und p abhängt , und die zu d ge —

3 93 J
börige LAGRXNGE ' sche Gleichung infolgedessen in — O über —

0 P

geht , so wird d von p unabhängig sein und mit einem der nach

X, Y, 2, t genommenen Differentialquotienten der Funktionen dg

vereinigt werden können , so daßb sich als notwendige Be —

dingung dafür , daß Hder LAGRANGE ' schen Differen —

tialgleichung identisch genügt , die Form für dasselbe

ergibt

60 E
d 0 . d dz d .

600
worin ddbeliebige Funktionen von x , y, 2, t undepesind

Daß dies aber auch die hinreichende Bedingung für

das identische Verschwinden der LAGEAXNGE ' Sschen

Gleèichung ist , geht unmittelbar aus dem oben bezüglich der

Funktionen ddαο bemerkten hervor .

Man kann aber diese Bedingung auch unmittelbar an die

durch (2) gegebene Form von H knüpfen , wenn man h durch

die Gleichung beschränkt

6
db⸗ 0 Hg N h4

0
0P 0 0 0 2 It

ist nämlich H von der Form (6) , und setzt man

99h4
H 2 7

0 0 p
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Sso wird sich wegen

d . duu důnt
— E

d x Nx dp
P.

für Hudie Form ( 2) ergeben , wenn

0 0h e—— 35 =ů 1
0X 0 y 02 oIt

gesetzt wird , und es würde umgekehrt , wenn H üdie Form ( 2)

hat , und

ο ◻τν f ha d p

gesetzt wird , für H der Ausdruck

Gdeo , do . d o W Jj½ J
1 J e en ( I I ＋ 35 %＋ Ib)

dx dy d dt Ix Jy 07 ot /

kolgen , worin , wenn humit hi , he , hs , ha durch die Gleichung ( 6)

verknüpft ist ,

dot doe doz d01 ) e en
—

·
alSo

d 0h 9 0h— 0 0hf 0 0

0Xx 0y dt

von p unabhängig ist .

Sehen wir nunmehr von dem identischen Verschwinden

der LAGRXNGE ' schen Differentialgleichung ab , so soll , bevor

wWir die ersten Integrale derselben untersuchen , welche in Ana —

logie zur Mechanik wägbarer Massen als Prinzipien der so er —

Weiterten Meéechanik angesehen werden könhen , zunächst die

Frage erörtert werden , welche partiellen Differentialgleichungen

zweiter Ordnung mit einer abhängigen und vier unabhängigen

Variabeln sich auf die Form der erweiterten LXGRXNGE ' schen

Differentialgleichung bringen lassen , oder für welche partiellen

Differentialgleichungen

K
( 9 fG . y . 2, t, b. P Dν

ein kineètisches Potential erster Ordnung H existiert , so dab

) =
Ip Y& öpi dy dp . da dp dt dp .

uH , dH , dH , 4 .
H . —

d x dy A
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ist , wenn H eine von X, y, 2, t , der abhängigen Variabeln p und

deren partiellen Differentialquotienten erster Ordnung abhängige

Funktion bedeutet .

Zur Aufstellung der notwendigen und hinreichenden Be —

dingungen für die Existenz eines kinetischen Potentials erster

Ordnung werde zunächst bemerkt , daß f in den zweiten par —

tiellen Differentialquotienten linear sein muß . Ferner folgen

aus (9) leicht die Bedingungen

dIf i Gee l
2 12 — 0

Pi dx d pii dy 8pi2 d 2 Opis ADe
2

und die analogen , oder , wenn

0 * *
( 10 ) f⸗ Fad Dad ＋ 2 b Fa 6 Da5B

gesetzt wird , worin Fas , Faß und F Funktionen von X, y, 2z, t

und p sowie den ersten partiellen Differentialquotienten von

p sind , durch Gleichsetzen der Koeffizienten von paa und pa ß
die notwendigen Bedingungen

WE05 dFꝗg
( 11 )

dpe 4 80

5 — In - I 6 K

W 6

und

0 F e Ne

WWECo
0 Fa 8 0 Fa 3 R

0 Fa 4 0 Fa 4
˖

8 7 N0p
PD3 f

Ft
2

N0p
D4⸗

wWorin die Integrabilitätsbedingungen der Gleichungen (13) für

F durch die Gleichungen ( 11) und (12) erfüllt sind .

Umgekehrt ist aber auch unmittelbar ersichtlich , dabß die

Bedingungen ( 11) , ( 12) , (13) auch die hinreichenden

dafür sind , daß sich mittels (10) eine Funktion füer —

gibt , welche ein kinetisches Potential besitzt , oder dab

eine Funktion H von X, y, z,t und p sowie den ersten partiellen

Differentialquotienten von p existiert , für welche die Gleichung

( 9 ) identisch erfüllt wird .
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So würde sich die partielle Differentialgleichung

fad &, V. Z, t, p, pu Pα α De b fag G&, J . 2 , t, p) Pa ß

ee e

in welcher fad , foß Willkürliche Funktionen der eingeschlossenen

Argumente bedeèeuten , und F nach den Gleichungen ( 13) durch

diese Funktionen bis auf eine willkürliche Funktion von X, y, 2,

t, p bestimmt ist , in die Form der LAGRXNGE ' schen Differential -

gleichung (1) bringen lassen , also z. B. die partielle Differential -

gleichung

f. ( Pi ) PII ＋ fz ( pꝛ) P22 ＋Efz Ps ) PS3 ＋ f. D0 P4AEf ( 0 0

für das kinetische Potential

(2) (2) (2) (2)

H = - FHOοdp . ſe p ) dp - ſe ( po) dp ,
bohene ſuodan8 * 8 8 8

Aber es gehören zu jeder Funktionnf , welche den

angegebenen Bedingungen unterliegt , unendlich viele

kinetische Potentiale ; denn bestimmt man eine Funktion

8 d uuſ doο οg d
K — — —

15 5d x d y d 2

worin o ; G2 , Oßz, o½ beliebige Funktionen von Xx, Y, 2,u t, p,

Pi , De, PDs, Pe, und d eine willkürliche Funktion von x, y, 2, t ist ,

S0 wird , wie oben geézeigt worden , K der partiellen Differential -

gleichung

0 K K A IR K E
0P nn NNS8 0N epDö p ,

identisch genügen , und daher , wenn

II El .

gesetzt wird , auch

H . n . d 0Hi E
dx ‚pf 4 Ii . dt § pe

sein , somit f außer Hüauch das kineétische Potential H. besitzen .

Indem ich nun zur Untersuchung der ersten Integrale der

LAGRXNGE ' schen Diffeèrentialgleichung übergehe , mag zunächst
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bemerkt werden , daß im Falle wägbarer Massen für ein von

einem Parameter p und dessen nach einer unabhängigen

Variabelnut genommenen Ableitung abhängiges kinetisches Po —

tential Hüdie LAGRANGE ' sche Diffeèrentialgleichung durch

J I d H
0

0p dit § p ?

dargestellt , und die Gleichung

I
—ö P h,

wWorin h eine willkürliche Konstante bedeutet , als das Prinzip

von der Erhaltung der lebendigen Kraft oder das Energieprinzip

bezeichnet wird ; das lètztere ist das allgemeine Integral erster
„

Ordnung der LAGRANGE ' schen , Gleichung , oder alle Funktionen

p vonnt , welche letzterer genügen , befriedigen das Energie —

prinzip und umgekehrt .

Wir wollen nun die Frage aufwerfen , welches die Be —

ziehung zwischen den Integralen der LAGRANGE ' schen partiellen

Diflerentialgleichung zweiter Ordnung (1) und der als Energie —

prinzip zu definierenden partiellen Differentialgleichung erster

Ordnung

0 I I II 0U
( 44 H — pi N p.

Pa d p/
PIs d p,

b4 d 5
( E, V . %

besteht , wenn Hein von den unabhängigen Variabeln freies

kinetisches Potential erster Ordnung eines Parameters p, und

ꝙ eine noch näher zu bestimmende Funktion der vier unab —

hängigen Variabeln ist .

Substituiert man in H( p , po Pe, ps , po) , welches eine be

liebige endliche und stétige Funktion der Argumente sein soll ,

( nt , pe Fg , pe = '

worin q als eine von eiuer unabhängigen Variabeln u abhängige

Funktion gedacht wird , und qd, 8, Y beliebige Konstanten be

deuten , und setzt man

e eg , g) ) ⸗ ( E) ,

So werden der obigen Bemerkung zufolge die LXGRANGE ' Ssche

Gleichung

0 0 0
7

(LI) ( H)
0

99 Rü
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und das Energieprinzip

R
( 18 ) 0 =- ꝗ

7
h,

wWorin h eine willkürliche Konstante ist , in der Beziehung Zu —

einander stehen , daß alle Integrale der einen Gleichung auch

zugleich Integrale der andern sind . Sei nun ein Integral der

Differentialgleichung ( 17 )

e

und setzt man

S0 ist leicht zu sehen , daß

( 20 ) p = ◻f ( GXx ＋ByY＋IY2 At , a, 8, Y)

ein Integral der Gleichung ( 1) ist , oder daßb , wenn in diese

Gleichung der Wert von p aus ( 20 ) und somit

FEee

gesetzt wird , dieseche identisch befriedigt wird . Es folgt näm —

lich aus den Beziehungen

N0H⁴ D
ILö

0H ) N e

. *
5 p.

6
17

1 55
d ¹ν GH

15 2 8 5 2 E . . ＋ 20 8f
8

4
899 0 PIf 0 Pzꝛ“/ 0 PI D2⸗

9α de N E ee
0 —— ＋- 5

dd d q- bopr i 5
in denen die Klammern die Werte der eingeschlossenen Aus -

drücke für die oben angegebene Substitution bedeuten , und der

Gleichung

d 88 6＋) 9 ( II )
— 0 9

Ndee dddq ' 9ꝗ4 “

daßb die Gleichung ( 17) in

9 II 82 N
2

3 4 4 (F5pdp. ˖
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11 d²I¹ de Il
863 E. ＋20f —. . 0

4“ La
pi ?

1 (Fpas
aß (Fpr. dpy

oder

ι 5
8E

f
I

0P
P.

dpdPI dpd Ppꝛ

92N d² INl d² N
5 — 0

( pil )
555 0320UNTP=

—* 2 ( P12 ) d pi dpe

übergeht , welche in die Form gesetzt werden kann

H 8HD) E 0

Pp G PI dy d pꝛ eh IAAie⸗

und somit aussagt , daß die LAGRAXNGE ' sche Gleichung ( 1 durch

den Wert ( 20 ) von p befriedigt wird . Ebenso werden die Inte -

grale der Differentialgleichung ( 18) Integrale des Energie -

prinzips (14) sein , wenn ꝙ (X, Y, 2, t) eine Konstante und für

u der Wert aus (19) substituiert wird .

Aus der Aquivalenz der Gleichungen 17) und (18) folgt

somit , daß die LXGRXNGE ' sche Differentialgleichung ( 1) und das

Energieprinzip ( 14) für ein konstantes ꝙ unendlich viele ge —

meinsame Integrale besitzen .

Da aber H) die unabhängige Variable u selbst nicht ent -

hält , so wird das allgemeine Integral der totalen Differential —

gleichung ( 18) die Form haben

Ge

Worin c eine willkürliche Konstante bedeutet , und zugleich das

allgemeine Integral von (17) sein . Wir finden somit , dab fün

jedes kinetische Potential erster Ordnung diese un —

endlich vielen Integrale der LAGRANGE ' Schen Diffe —

rentialgleichung (1), welche ein Energieprinzip in Ge —

stalt der paàrtiellen Differentialgleichung (14) für ein

konstantes ꝙ besitzen , sich in die Form setzen lassen

ENJZz Æ tYV7c , a, ß, J, h) ,

Worin a, 8, Y, c willkürliche Konstanten bedeuten .

So wird für das kinetische Potential

HÆ p ' ＋ rpDb ＋
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die LAGRANGE ' sche Gleichung in

P — PII1 — P22 — P33

das Energieprinzip in

8 8 8

übergehen , während

2 2 802 f 2
errüfrrKnne

wird , und für dieses Potential die Energiegleichung

＋ αοτιονοανεεαναννν = u

das allgemeine Integral

u＋ c

2 5 ＋◻ H A
dq =

Hαο
e Faeee IFoe 7 862＋

bésitzt . Setzt man nun

GXx ＋ BYTNFJZTTtTe ax 6y5 ＋ FzÆtre

·P2 * VIülI＋ 5i ＋
0

Ss0 überzeugt man sich leicht , daß alle in dieser Form ent —

haltenen Integrale auch den beiden partiellen Differential -

gleichungen , der von LAGRANGE und der Energiegleichung , ge —

nügen . Da dieses Integral mit den vier willkürlichen Kon —

stanten d, 6, Y, c das vollständige Integral des Energieprinzips

darstellt , Ssũs kann man aus diesem das allgemeine Integral mit

einer willkürlichen Funktion von drei Variabelnverbindungen

herleiten , indem man

= ( 0, 8, 1)

setzt , worin d eine willkürliche Funktion bedeuteét und , wenn

man den für p gefundenen Ausdruck mit F bezeichnet ,

die Größen d, 8, J als Funktionen der Variabeln aus den

Gleichungen

nd n Wee
NG dðc da de de d de 55

bestimmt

Daß aber die in dem vollständigen Integrale der für ein

konstantes ꝙ genommenen Energiegleichung nicht enthaltenen

Integrale im allgemeinen ohne beschränkende Bedingungen für

das kinetische Potential Hüder LXGRXNGE ' schen Gleichung nicht
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genügen werden , oder daß im allgemeinen nicht noch andere

Intéègrale der LAGRANGE ' schen Diffèrentialgleichung dem Energie -

prinzip unterliegen , mag der Kürze halber an einem einfachen

Beispiel mit zwei unabhängigen Variabeln , Xx undut , gèzeigt

werden . Für das kineétische Potential

En

wird das vollständige Integral des zugehörigen Energieprinzips

durch

dXx tr e GX t＋T

2
h VI＋＋ qo⸗

p² 9 2

dargestellt sein , und es werden zugleich alle diese Inteègrale

der zugehörigen LAGRXNGE ' schen Differentialgleichung Genüge

leisten . Aus dem vollständigen Integrale wird sich , wenn Æπν οαν

gesetzt wird , das allgemeine Integral durch Elimination von d

aus der obigen Gleichung für p und

X adt dο οα) α α＋Ꝙ dανννονσ νάο σ σ

ergeben . Setzt man 2. B. u ( d) π uo, 80 liefert diese Elimination

das Integral

I VGTYVTIiIt h IJIJ )I＋t5

welches nicht in dem vollständigen enthalten ist ; man verifi —

ziert nun unmittelbar , daß es ein Integral der Energiegleichung

ist , sieht aber ebenso leicht , daß es die LAGRXNGE ' sche Diffe —

rentialgleichung nicht befriedigt .

Es bleibt somit nur noch die Frage nach den Bedingungen

zu béeantworten , denen das kinetische Potential erster Ordnung

U genügen muß , wenn sämtliche Integrale des Energieprinzips

( 14) für eine noch näher zu bestimmende Form der Funktion ꝙ

der LXGRXNGE ' schen Differentialgleichung genügen sollen , und

daher , wenn ꝙ eine willkürliche Funktion gewisser Variabeln —

verbindungen sein kann , auch sämtliche Integrale der La -

GRANGE ' schen Gleichung dem Energieprinzip unterliegen werden .

Um von dem Energieprinzip (14) zur LAGRXNGE ' schen

Gleichung ( 1 ) überzugehen , leite man zunächst durch Differen —

tiation der Energiegleichung nach x, y, z, t mit Benutzung der

oben definierten Bezeichnungen Ha, Hatg die nachfolgenden für

alle Integrale des Energieprinzips gültigen Beziehungen her
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HoPH = PI ( Hio paÆ EIIH PiG Hte P20 EHIsSPSUAH“ HADId )

—pe ( H20 po T Hei bIdg Hzz Pza H Hes PS0 ＋ Hz4 Dad )

—pe (II30 ba LHon bid E Hze Pꝛd＋ Hos DSGE Hea Pad )

pe ( H4oP＋ Hu Did Ha Pꝛd Has PBα HAADAd 5

( = 1 , 2,3 ,J)

worin Ei , E2, ?3, E4 durch X, y, 2, t zu ersetzen sind .

Addiert man diese mit den Multiplikatoren

VWiI . VH22 , V Hss , VHI

versehenen Gleichungen und vergleicht die so erhaltene B33

ziehung mit der durch

( 21 ) pi VHII ＋T be VHHe2 ＋Tbs VIIS33 ＋ PDaVIII

multiplizierten LAGRANGE ' Sschen Gleichung ( 1) , so erhält man

durch Identifizierung unter der Vorausseètzung , dab der Aus —

druck ( 21) weder identisch noch durch die Integrale der

Energiegleichung ( 14 ) verschwindet , die Bedingungsgleichungen8 8 8

99 3
E Hag Hao IIg6

und

0o 0ꝙꝰ 98 0ꝙo
( V ＋ VII . ＋ VIz3 ＋ VI14

SNx
22

0Y
33 82

V 14 Ft 7

die letztere Bedingung kann , da ꝙ nur von x, Y, 2, t, H da -

gegen nur von p, pi , pe und nicht von den unabhängigen Va —

riabeln abhängen sollte , einerseits erfüllt werden , wenn ꝙ eine

Konstante ist , andeèrerseits mußb , wenn dies nicht der Fall sein

soll , und derselben für jedes der Bedingung (22) unterworfene

kinetische Potential genügt werden soll ,

949 — —2 1 Ha d * Ig Hag

sein , in welchem Falle dann die Funktion ꝙ die Form annimmt

( 25 ) SP⸗=⸗= οtε=⁊=◻ t , y — t, 2 — t ) ,

worin eine willkürliche Funktion bedeutet , während die

Gleichungen ( 24 ) für das kinetische Potential die Form

ui ( P) Ps ＋ uUα ) pEÆ ο p)

liefern , worin die Funktionen 2 , ua , d keiner weiteren Be —

( 26 ) H = N , pi ＋pe ＋bs ＋O Æ ui G0) bi ＋ veG0 ) Pa

dingung untéerworfen sind .
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Wir finden somit als notwendige und hinreichende

Bedingungen dafür , daß sämtliche Integrale der Diffe —

rentialgleichung der Energie ( 14) auch Integrale der

LAGRANGE ' schen Gleichung (1) sind , die , daß

I. wenn die rechte Seite des Energieprinzips eine

Konstante ist , das kinèetische Potential erster Ordnung

den Gleichungen ( 22) genügt , und der Ausdruck

Do V 10 0
—

weder identisch noch durch die Integrale des Energie - —

prinzips verschwindet ,

U. wenn die rechte Seite des Energieprinzips va —

riabel sein soll , diese die Form (25) besitzt , das kine —

tische Potential durch einen Ausdruck von der Gestalt

26) bestimmt und die Bedingung erfüllt ist , daß der

Ausdruck

p6
—

nicht durch die Integrale des Energieprinzips ver —

schwindet ; in diesem Falle werden auch umgekehrt

sSämtliche Integrale der LAGGRANGE ' Sschen Gleichung

dem Eneèergieprinzip genügen .

Nimmt man zu J. geéehörig der Mechanik wägbarer Massen

analog für H eine homogene Funktion zweiten Grades der

Gröben pi , pe, bs , pe von der Form

N

2 fa d pa 2 fa g6 0) Da PS
＋ f OY) ,

So gehen die Bedingungsgleichungen ( 22

2
fa 6 ( P ) = fad ) f6 8 C )

über , so daßb das kinetische Potential die Form annimmt

H= ( Tpe VfadI))) f0h ,

und daher das Energieprinzip lautet

Ypa v 68050 0 ö f ( P ) h;
———

die Integrale dieses werden also sämtlich der LAGRANGE ' schen

Gleichung



16 L. Koenigsberger :

fοαο 32 0 Ile /
0

— pal l00 ( P) SPa faag
( 0 2

dx 6 b ( H TbV4 )
L 4 655 WW

2 ( Vfes ( p — bd V fodlDb))
— 2

45 V 5 öV faa(D))

d 3 * 3 N0
— 2

dt N f44 GD 5 V f ) 0

Genüge leisten , da der Ausdruck

85 Do V foG—

durch die Integrale des Energieprinzips nicht verschwindet .

Um für den Fall II . noch direkt zu verifizieren , daß auch

umgekehrt sämtliche Integrale der LAGRXNGE ' schen Gleichung

( 1 ) ein Energieprinzip mit einer willkürlichen Funktion von

der Form ( 25 ) besitzen , setze man in ( 26 )

pi T Pp2 ＋PA ＋ pP ,

S0 dab die Gleichung der Energie in

R. ( P , E)
P

0E
—N ( p, P) - u ( p) ο ερνe= t , y — t , 2 — t),

die LAGRANGE “ sche Gleichung in

W( Pb . P)
(00. 2 ( 5 . ) — d. Nꝙ. . E) ( a

d5P
*

ο RP dx

5
2 dl du

0
dy- dz dt

übergehen .

Man sieht zunächst wieder unmittelbar , daß aus dem

Energieprinzip durch Differentiation nach x, y, 2, t, durch Ad —

dition der so entstehenden Gleichungen und Division mit P,

welches für die Integrale der Energiegleichung nicht ver —

schwinden kann , sich die LAGRXNGE ' sche Gleichung ergibt .

Umgekehrt folgt aber auch aus

92 92
8 5d2

8
dpA d1

0P

vermöge der LAGRAXNGE ' schen Gleichung

deg „ deg/aρ db db
— ů ＋ Al —4 A 085 655 Hr U 0 E5

d . aPH dP dP dP 8N d²
— 1 — 22. U . 5 0

avfobe dx dt
U 00 d ( 1

85 F5²
dl
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oder

deg ſ/aρε dο ανο ud
4 — 160

—d55 Er ,

und da die rechte Seite dieser Gleichung für die Integrale der

LAGRANGE ' schen Differentialgleichung ein vollständiges Diffe -

rential von der Form do ( x = t , yt , 2t ) ist , durch Integration
das Energieprinzip .

Sei z. B . wieder für zwei unabhängige Variable Xx undet

N2 GbP )= pP , ꝙ ) = O ,

Ss0 wird das allgemeine Integral des Energieprinzips

Ip Ip
◻ V-p π ο,εe =·⁰²t )

durch

2

p 5 ( ＋ uuο G —6)) — (A t )

dargestellt sein , wenn ui wiederum eine willkürliche Funktion

bedeutet . Ferner geht die LAGRXNGE ' sche Gleichung in

0 (P¹ ＋ pe)
.

( b Ꝙ po) 2
8 t 2

über , woraus

˖ 5
K

und hieraus

1
XxU GA= i ) ＋ui E t )

folgt ; es fallen daher die Integrale der LAGRANGE ' schen

Gleichung mit denen des Energieprinzips zusammen , wenn ,

b ν
ꝙοuαο — 2 6b —

geèesetzt wird .

Um nunmehr weitere Sätze zu erhalten , welche den anderen

Prinzipien der Mechanik wägbarer Massen analog sind , werden

mindestens zwei , von den vier unabhängigen Variabeln x, y, 2, t

abhängige Parameter pi und pe einzuführen sein

⁊
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