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Im Anschluß an meine Untersuchungt , wann zwei nicht ratio -

nale Größen di und dz , zwischen denen eine rationalzahlige Be -

ziehung von der Form besteht

K—1 1
d2 ν 9ο α]ο ＋ 11 01 ο Æ

in welcher K eine positive ganze Zahl bedeutet , für willkürliche

rationale Zahlen po, pi , . . . b % einer ganzzahligen irreduktibeln

Gleichung genügen können , und wie , wenn dies nicht statthaben

kann , die Bedingungen zwischen den Koeffizienten po, oi , . . . er -

mittelt werden können , damit dies der Fall ist , will ich nunmehr

— worauf schon in jener Arbeit hingewiesen worden — die ana - —

loge Untersuchung für homogene linèare Differentialgleichungen
durchzuführen suchen .

Wenn zwei Integrale y: und yz einer linearen Differential -

gleichung

( ) „ ,½ οY Aε ( u - 2 )
N T ee n

deren Koeffizienten rationale Funktionen von x sind , in der Be -

ziehung zueinander stehen

(n — 1)
2 ) yZ = 70 Y yI ＋TpI yi “ T . . . ＋4 1 60 51 n

worin po G) , o1 ( . . . . ebenfalls rational von Xx abhängen , aber

auch zum Teil verschwinden können , so kann , wenn angenommen

wird , daß yi nicht zugleich das Integral einer gleichartigen linearen

Differentialgleichung von niedrigerer Ordnung mit rationalen Koeffi -

zienten ist , auf einen der Beziehung ( 2) analogen Zusammenhang
zwischen den anderen Intégralen geschlossen werden . Denn da die

Substitution von ( 2) in (1) , weil yi ein Integral von ( 1) ist , einen

linearen Ausdruck in yi und dessen Ableitungen nur bis zur

n — 1n Ordnung liefert , der nach der für y1 gemachten Annahme

1 Vgl. Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften .

Jahrgang 1909 . 2. Abhandlung .
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4 Leo Koenigsberger :

identisch verschwinden muß , so wird auch die Substitution des

Ausdruckes

( u —1 )
3 ) J . 90 ( 90 J . T pi C ) 7 . ＋T . . . ＋4 b 1050 5 . πεα ννε Dοννn

die Gleichung ( 1) befriedigen , und somit yz; auch ein Integral der -

selben sein , usw . , so daß wir eine Reihe von Integralen der

Differentialgleichung ( 1) in der Form erhalten

F e

von denen höchstens n linear voneinander unabhängig sein können .

Nehmen wir an , daß zwischen den Integralen

(4) Ju i N

keine homogene lineare Relation mit konstanten Koeffizienten be —

steht , sei dagegen

S0 werden sich alle folgenden iterierten 9 - Funktionen , welche sämt —-

lich Intégrale der Differentialgleichung ( 1) sind , homogen linear

aus den Elementen der Gruppe ( J ) ergeben , welche ebenfalls , so

wie yt ; nicht einer gleichartigen Differentialgleichung von niederer

Ordnung als der nten angéhören .
Sei nun ein von den Elementen dieser Gruppe linear unab —

0(1
hängiges Integral von ( 1) yi “ , und bildet man

(50 (1) ( 0 e1 . 0
( 6) 7:

= ◻ο οοονli ＋ pIü ) i 5,1 60071 = 9y „

9 83„ — 4 8 4
so wird oflenbar yz““ wiedeérum ein Intègral sein , und wir können

zunächst wieder eine Gruppe bilden

1 93 1) —
I, 9 1 7˙ .

von deren Elementen nur nachzuweisen sein wird , daß diese weder

unter sich noch mit den Elementen der ersten Gruppe in einer
(1 *

9 * yi mit den Elementen derlinearen Relation stéehen , und daß

zweiten Gruppe durch die Beziehung ( 5) verbunden ist .

Um dies aber zeigen zu können , müssen wir die gegebene
linèeare Differentialgleichung einer weiteren Bedingung unterwerfen .

Während wir bisher nur angenommen haben , daß das Intèégral yi ,

von dem wir ausgingen , nicht einer gleichartigen Diffèrential -
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jedes Integral , alss auch yi der Differentialgleichung ( 7) in y.
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gleichung von niederer Ordnung als der nten genügt , was für das

Integral * keine ähnliche Beschränkung nach sich zieht ? , müssen

wir jetzt jener Differentialgleichung den Charakter der Irreduktibi —

lität in dem Sinne beilegen , daß keines ihrer Integrale einer gleich -

artigen Differentialgleichung niedèrer Ordnung als der nten Genüge

leistet .

Bestände dann nämlich eine lineare Relation unter den Ele -

menten der zweiten Gruppe

1 1 2 —1
80ee e e 71 S O ,

S0 würde der Voraussetzung der Irreduktibilität gemäß bekanntlich
1

genügen , was oben ausgeschlossen war , und aus demselben Grunde

folgt aus ( 5) die Beziehung

1 1
9 *

1 1 1
JI a0 Vi ALE. 83

vS1 * VI

s0wie die daraus sich ergebenden für die mehrfach iterierten Funk -

tionen .

Gäbe es endlich eine lineare Relation zwischen den Elementen

der beiden Gruppen ,

1 1 1
50 8¹1 9 VI 85 e 565¹ 1 YI 9 1.

— 1
3 8 3

Ss0 würden sich durch v lFache Itèrierung gegen die Voraus —

setzung die Elemente der zweiten Gruppe als lineare Funktionen

mit konstanten Koeffizienten aus den Elementen der ersten Gruppe

ergeben .

Wir finden somit , daß , wenn eine lineare homogene Differen -

tialgleichung ( 1) mit in X rationalen Koeffizienten in dem Sinne

irreduktibel ist , daß kein Integral derselben schon einer gleich -

artigen Differentialgleichung niederer Ordnung genügt , die Annahme ,

daß zwei Integrale in der Beziehung ( 6) zueinander stehen , die Ein —

teilung eines Systems von Fundamentalintegralen in Gruppen von

der Form

2 Wenn v. (Y einer gleichartigen Differentialgleichung niederer Ordnung ge

nügt , so kann man nur schliehen , daß sämtliche Integrale der Differentialgleichung

niedrigster Ordnung , von welcher y.
Y ein Integral ist , auch Integrale der Differen

tialgleichung nter Ordnung sein werden .
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2 1
e

(1) (1) 2 (1 1
yi 8 .

) 92 J1
) 9 * 1

yi
)

( u - 1 ) ( u - 1 ) g2
ä˖

5 85 00nach sich zieht , worin n Æ v ' n ist , und für y ◻π Vi , Vy1i“,„
yI44 —) die Beziehung besteht

dy aοον ai dy ＋Taz d2 . . . ＋ a - 18 1y .

Daß in dieser Beziehung a von Null verschieden ist , geht
daraus hervor , daß , wenn a , = O wäre , die Relation

d *y : ai dyi T az 8 71 . . Ta 18 — 1 5
oder

9 * 16 8 E G f E8 S(9 y1) aj 9I az 8 ( 9 y7) (9vI )

welche mit der Differentialgleichung ( ) das Integral 98y, gemein
hat , wegen der Irreduktibilität derselben auch durch yi befriedigt
würde , und somit gegen die Voraussetzung die Beziehung bestünde

Ji ̃1 JI T à22 87i . . a „ 189 —21 .
— 19 *

Dann läßt sich aber leicht einsehen , daß man von einem In—-

tegrale der Diffèrentialgleichung ausgehen kann , auf welches die

V- Hach iterierte Funktion 9d angewendet unmittelbar auf ein Multi -

plum des Integrales zurückführt . Seien nämlich der Kürze halber

für eine Differentialgleichung zweiter Ordnung die beiden Funda - —

mentalintegrale yi1 und dyi , so daß⸗

R

ist , so setze man mit noch weiter zu beéstimmenden konstanten

Koeffizienten und ½

VI II yi ＋LE 8I ,
also

9VI d à40 V1 ＋ ( i ＋ aj k ) §yi , 82 VI K à0 8 y1 ＋ ( ＋ ai K2)

( 40 y1 ＋T 41 8 y1) ,

und eés ergibt sich , wenn ½ und „, durch die quadratische8 1 2

Gleichung
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N 14
ai FE ( ar ?—ac )

—
＋ aàò ( a: ＋1 ) 2 0

( K2 2

und A durch

A1 = g0 ( 1 ＋ a1 k ) ,

WOrin a , von Null verschieden , bestimmt werden , die Beziehung

Wir finden somit , daß die Elemente eines Fundamentalsystems

von Intèegralen einer linearen irreduktibeln Differentialgleichung , für

welche zwei Intégrale in der Beziehung ( 6) zueinander stehen , sich

in die oben bezeichneten u Gruppen von » Elementen bringen

lassen , in welchen für die Elemente je einer Gruppe die Beziehung

bèesteht

Wenden wir diese Auseinandersetzungen zunächst darauf an ,

eine linèare Differentialgleichung mit in x rationalen Koefſizienten

von einer gegebenen Ordnungen aufustellen , für welche zwischen

den Elementen eines Fundamentalsystems die Beziehung

J2 o90 ( ο ½ =◻ει. yI

besteht , und yt nicht einer linearen Differentialgleichung von nie —

derer Ordnung als der nten genügt , so wird sich aus

n 821
71

für o ( J als Lösung der Gleichung

n n—1
o U = 0 E

eine Konstantè ergeben , und daher yi und yz nicht Elemente eines

Fundamentalsystems sein , wie gefordert wurde .

Soll die Beziehung zwischen yi und yaz die allgemeinere Form

haben

y2 ν G0 JI ＋T o1 G0 Ji “ dyi ,

und yi wiederum nicht einer Differentialgleichung von niederer

Ordnung als der nten genügen , so wird die Differentialgleichung

Ooffenbar lauten müssen

(8) 8 y gaο ο ＋ ai 8 y ＋ az 8˙ y ＋ . . . ＋ a19

und das Fundamentalsystem von Integralen
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besitzen . Es ist somit die Existenz einer solchen Differential -

gleichung nter Ordnung nachgewiesen , zugleich aber auch ersicht -

lich , daß die Differentialgleichung ( 8) nicht irreduktibel ist . Denn
bildet man die n Differentialgleichungen erster Ordnung

( 9) oae ee2,m ) . ,

worin d , eine Lösung der algebraischen Gleichung nien Grades
darstellt

G νρ 2 ai G A 0

so sieht man leicht , daß das Intégral von ( 9) auch die Differential -
gleichung ( 8) befriedigt , dieses Integral Vvon (S8) also gegen die An -
nahme der Irreduktibilität einer gleichartigen linearen Differential -
gleichung erster Ordnung Genüge leisteét .

Um UMie Untersuchung allgemein durchführen zu könmen , wollen
wir zunächst eine lineare Differentialgleichung 2ter Ordnung aufzu —
stellen suchen , in welcher die beiden Elemente eines Fundamental -

systems , von denen yr nicht einer linearen Differentialgleichung
erster Ordnung genügen soll , in der Bezichung

( 10 ) y2 νo0 ( X) yI ＋Eo1 G) Vi ' 02 ( X) y1 9 1

zueinander stèhen .

Da jedenfalls , wie oben geèzeigt ,

FAI A40 VI al N

sein muß , so wird eine lineare Differentialgleichung 4ter Ordnung
existieren

(110) 892 ab y ＋T aj dy ,

welche die beiden Elemente yi und Ryi eines Fundamentalsystems
zu Intégralen hat , und èes würde zur Beantwortung der aufgeworfe —

nen Frage nur darauf ankommen , die beiden fremdartigen Intègrale

aus dieser Diffèerentialgleichung herauszuschaffen .

Nun ist aber ohnedies leicht zu sehen , daß . , wenn d, und dq,
die Lösungen der quadratischen Gleichung

0

sind . d Intéègrale der beiden Diffèrentialglei - ugen
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wie durch Itérierung mit der Funktion 9 hervorgeht , der Differen -

tialgleichung ( 11 ) genügen , und daß ein Intéègral von ( 12 ) resp . ( 13 )

durch

( 14 ) 5 4 dyi . resp . ( 15 ) yi

dargestellt wird . Da nun die gèesuchte Differentialgleichung zweiter

Ordnung
5( 16 ) e

mit ( 12 ) das Intégrpl ( 4 ) gemein hat , so kann durch Differentiation

der letzteren und Verbindung mit ( 16 ) eine lineare homogene

Differentialgleichung erster Ordnung mit in X rationalem Koeffizienten

( 17) 7 ＋RyS = 0

hergeleitéet werden , welche das bezeichnete Inteégral besitzt , was un —

möglich wäre , wenn von der gésuchten Differentialgleichung ( 13 )

die Irreduktibilität gefordert würde . Aber es ist auch leicht zu

sehen , daß , wenn nur wie oben vorausgeseèetzt würde , dah das zu —

grunde gelegte Intégral yi nicht einer linearen Differentialgleichung

von niedrigerer Ordnung als der 2ten genügen sollte , eine Relation

von der Form ( 10 ) für beliebige rationale Funktionen p GY) , oi Y ,

o NY) zwischen zwei Intèegralen nicht stattfinden könne , oder dah

man für beliebige Koeffizienten der Beziehung ( 10 ) nicht immer eine

dazugehòörige Differentialgleichung zweiter Ordnung finden kann .

Denn setzt man das Integral ( 14 ) in die Differentialgleichung ( 17 ) ,

welche durch dasselbe befriedigt werden muß , ein , so erhält man ,

da vermöge ( 16 )

9 . (95 12 bꝛ )Yi ＋T ( o1 — 11 pꝛ) VI“

( Jyi ) “ ( b0“ — T. pz“ — 121 b — 12 bl ＋ 11 12 bꝛ) .
f R

(0 01 e ri“ 2 ) J.

ISt IUlS ( 47 ) Oder

0 0 8( V. 2 9 v1 RC6(Y) ( — 9 0
A ö

eine homogene lineare Diffeèrentialgleichung erstéer Ordnung in

welche der Voraussetzung zufolge identisch sein muß . Die gleich

Null gesetzten Koeffizienten von y, und v, “ lièfern aber Differential -

gleichungen in ri und 12, welche für po, pi , be solche Beschränkunger

erfordern , daß die Intègrale dieéser Differentialgleichungen rationale1

Funktionen von x sind
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Es ergibt sich somit , dah , wenn yvi nicht das Inteégral einer

linèaren Differentialgleichung erster Ordnung ist , sich nicht für be —

liebig gegebene rationale Funktionen po ( Y, pi Y , p: Y eine lineare

homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit in x rationalen

Koeffizienten bilden läßt , für welche ein andeéres Integral yz mit yi

in der Beziehung stéht

J2 90 ( vI ＋ bi νvi ＋ b Gσ⁰yvi“,

und es sind zugleich die Bedingungen für die Substitutionskoeffi -

zienten po (JY), pi ( Y, bꝛ ( J) aufgestellt , unter denen dies möglich ist .

Um nun die Frage allgemein zu beantworten , ob sich stets

eine lineare homogene Differentialgleichung nter Ordnung mit in x

rationalen Koeffizienten aufstellen läßt , in welcher zwei Integralè in

einer Beziehung von der Form stéhen

y2 ◻ν pο οο Vl e 93 R 1

Worin po G , pi G , . . . rational von X abhängen , und yi nicht

schon einer gleichartigen Differentialgleichung von niederer Ord -

nung als der nten genügt , und wenn dies nicht der Fall ist , die

Bedingungen zwischen den Substitutionskoeffizienten zu finden ,

welche dies ermöglichen , könnte man den Ausdruck für yz in

die Differentialgleichung einsetzen und vermöge der Voraussetzung ,

daß yi dieser Differentialgleichung genügt , die linke Seite der -

linearen Ausdruck trans -
n — 1)

selben in einen in F FiII
kormieren , dessen Koeffizienten der Voraussetzung für y, zufolge

gleich Null zu setzen sind . Wir wollen jedoch die oben ein —

geschlagene Methode festhalten und das Verfahren an einer zu

bildenden linearen Differentialgleichung dritter Ordnung

( 18) y ＋ ri yV ＋ eONrs 0

erläutern , für welche zwei Integrale in der Beziehung

( 19 ) y2 9 ο0 JI ＋ o1 GO VIi ＋ dpblο v = d 7I

zueinander stehen sollen , wobei yi nicht schon einer linèaren

Zten genügt .Differentialgleichung von niederer Ordnung als der

Es ist aus den obigen Auseéeinandersetzungen ersichtlich , daß ,

wenn die Differentialgleichung ( 18) irreèduktibel sein soll , ihre drei

Fundamentalintegrale durch yi , dyi , N21 dargestellt werden , so daß

( 20) e eeee831 1 2
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ist . Bemerkt man aber wie oben , daß die lineare Differential -

gleichung zweiter Ordnung

( 21 ) R O ,

worin d eine Lösung der algebraischen Gleichung

3 τMñag d ＋ 21 0 ＋ 20

ist , ein Integral von der Form besitzt

Ea1 0 8
9 y1 ＋ . JI122 ) y Vi ＋

1 a0

welches zugleich der Differentialgleichung ( 18 ) genügt , so würde

dies der Voraussetzung der Irreduktibilität widersprechen , da ( 21 )

nur von der zweiten Ordnung ist .

Lassen wir jedoch die Annahme der Irreduktibilität wiedel

kallen und setzen nur voraus , daß yi nicht einer gleichartigen
linearen Differentialgleichung von niederer Ordnung als der Zten

genügt , so würde wiederum , da ( 18 ) und ( 21 ) das Integral ( 22 )

gemein haben , dieses Integral einer Differentialgleichung erster Ord -

nung von der Form ( 17 ) genügen , in welche aber nicht wie oben

auzer den Koeffizienten der Gleichung ( 18 ) nur die Substitutions -

koeffizienten pↄ ( Y) , p( N) , b ( Yσ sondern auch deren erste Ahleitungen

eintreten , und es würde die Gleichung

4 7
40 T a1 d

8² v1 ) ＋ RGY) (yI
0 f

Al G—
91

85 6 A9101

N ̃ —⸗= 0
0

nach Elimination der höheren Ableitungen von yi als der zweiten

aus ( 18 ) und Identifizierung der Koeffizienten von yi , yi“, yi “ , da

yi nicht einer Differentialgleichung von nieèderer Ordnung als der

dritten genügen sollte , Differentialgleichungen für 1i , 12, 1z liefern ,

welche für po, bor, b Solche Beschränkungen erfordern , daß die In -

tegrale dieser Differentialgleichungen rationale Funktionen von x sind .

Sind jedoch wieder unter der Annahme , daß yi nicht einer

linearen Differentialgleichung von niederer Ordnung als der Z3ten ge -

nügt , y1 und dyt nicht die Elemente einer Gruppe von drei Ele —

menten , sondern
8d * y. rao YI T ai d yi ,

dann wird , wenn dq eine Lösung der quadratischen Gleichung
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— A1 & 20

ist , die Differentialgleichung

9 yJ — Q VÆ O0

mit ( 18 ) das Integral

9 1
20

gemein haben , während die weiteren Schlüsse dieselben bleiben

wie bei der vorher gemachten Annahme .

Die Existenz einer Beziehung von der Form

0YY½ ＋ b . ονονe ＋ bσνο “＋9σ Qu !
7 f

für eine lineare Differentialgleichung dritter Ordnung führt durch

Substitution der Werte von yi ““, y1 “ , . . . aus dieser Differential -

gleichung auf das frühere Problem zurück .

Ebenso einfach efgibt sich , daß eine irreduktible lineare Diffe -

rentialgleichung nter Ordnung nicht existiert , für welche zwei ihrer

Iutegrale in der Beziehung zueinander stehen

0 3( 23 ) Y2 ν ο Gανοv ＋ oi G) y1“! . . . 4

wenn po Y , pi J . . . . beliebige rationale Funktionen darstellen ,

und welches die Bedingungen sind , denen diese Substitutions —

koeffizienten unterliegen müssen , wenn eine solche Differential -

gleichung nter Ordnung zwar reduktibel sein darf , aber unter der

mahme , daß yi nicht schon einer gleichartigen Differentialgleichung

von niederer Ordnung als der nten genügt .

Ich will schließlich noch eine Bemerkung hinzufügen , welche

sich zunächst nur auf binomische Differentialgleichungen zweiter

Ordnung von der Form beèziehen soll

7
E y* Æ◻ R(JYJ) y ,

worin K( YJ eine rationale Funktion von x beèdeutet .

Soll zwischen zwei Fundamentalintegralen yi und ya derselben

eine Beziehung von der Form beèstehen

( 25 ) ye = o0 ( 0 v1 ＋ 01 G0 J1 %

und seétzen wir nicht wie früher voraus , daß yi nicht einer gleich -

artigen Differentialgleichung erster Ordnung genügen soll , so finden

wir leicht durch Substitution von y½ in ( 240) , daß die Gleichung
ohne jene Voraussetzung erfüllt werden kann , wenn zwischen p , pt

und R die beiden Gleichungen beéstehen

( 26) 0“ ( ＋ 201 σ RG ) ＋ pↄi σ R1
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( 27 ) 2D e

woraus sich , wie leicht zu sehen , pog und R( &J ) aus dem willkür —

lich gegebenen ↄi ( durch die Ausdrücke bestimmen

20οονf ιι νν

6 1 dꝰlog 8i 1 /dlog o, GY
0 2 9¹ —1

8 0¹

b1 Vο 2 9 85 1 d x

wenn ci und c willkürliche Konstanten bedeuten .

Man sieht aber unmittelbar , daß ein Integral der Differential —

gleichung
2

( 28 ) 74 — .— 4 4 log 6 ( Log 2 1
01 2 2 A 4 dx *

sich für den Fall , daß ce
= 0 gesetzt wird , in der Form ergibt

1

( πÆα

während das zweite Integral nach ( 25 ) durch

( 30 ) 2 51

dargestellt ist ; y1 und yz sind somit nicht Fundamentalintegrale ,
und yi selbst ist eine algebraische Funktion .

Die weitere Entwicklung der Beziehungen zwischen zwei Ele —

menten eines Systems von Fundamentalintégralen binomischer

Differentialgleichungen gestattét mit Hilfe der früher “ ' von mir über

die Beziéehungen linearer Differentialgleichungen zu den binomischen

gegebenen Sätze die Analogien weiter zu verfolgen , welche zwischen

Algebraischen Gleichungen und linèaren Differentialgleichungen be —

stéhen , und zunächst die Analogiée mit dem ABELSchen Satze , daß ,

wenn sich die Lösungen einer algebraischen Gleichung nten Grade

in der Form

darstellen lassen , so daß dXI Xi ist , dieèse als ganze Funktionen

der Wurzeln einer binomischen Gleichung ausgedrückt werden können .

„ Uber die Beziehungen allgemeiner linearer Differentialgleichungen zu

den binomischen . “ Sitzungsberichte der Berliner Akademie , 18. Februar 1909 .

0 cPο 8
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