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[Ii. Anschluf an meine Untersuchung!, wann zwei nicht ralio-
nale Groken o, und o, zwischen denen eine rationalzahlige Be-

ziehung von der Form besteht

b TP T e o T Py T P

K eine positive ganze Zahl bedeuntet, [lr willkiirliche
altionale Zahlen p,, py, - . pe einer ganzzahligen irreduktibeln
Gleichung geniigen kdnnen, und wie, wenn dies nicht statthaben
kann, die Bedingungen zwischen den Koeffizienten p,, Dyy o5s Br-
miltelt werden kénnen, damit dies der Fall ist, will ich nunmeln
- woraul schon in jener Arbeit hingewiesen worden die ana-
loge Untersuchung fiir homogene lineare Differentinlgleichungen
durchzufithren suchen

Wenn zwei il||1'§.'|:||l' Yi und Y einel Inearen fferential-

rleichune
glEICHOUNE

1) ¥y 4+rn®y 4@y +...4r @y +r xy=0,

deren Koeffizienten rationale Funktione von x sind, in der Be-

ziehung zueinander stehen

(2) Yo = Py IX) ¥, 1 Q':I'\F'-I “n TP :I\]_\; "';'.__
worin p, (x), p, (x), ... ebenfalls rational von x abhingen, abe:
aueh zum Teil verschwinden kénnen, so kann, wenn angenommen
wird, dafi y, nicht zugleich das Integral einer gleichartigen linearen

Differentialgleichung von niedrigerer Ordnung mit rationalen Koeffi-

zienten ist, auf einen der Beziehung (2) analogen Zusammenhang
zwischen den anderen i||||'j_-'|'.'|]|_-| seschlossen werden. Denn da di
Substitution von (2) in (1), weil ¥, €ln Integral von (1) isl, ein

linearen Ausdruck in v, und dessen Ableitungen nur bis zu

n—1"*" Ordnung liefert, der nach der fiir v, gemachten Annahme

rsherichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften
Jahrgang 1909. 2. Abhandlung.

1 Vil. Sitzu
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Nehmen wir an, zwischen
B r
Ijl 1 ik ""-\
J e | ne lineare Relation il
tell el dacvesen

Ditterentialeleicliu

den Elementen der Gruppe (4) «

wiE ¥, U L elnel '..'|"l-"|i.||! sell

ancehdren.

e | ] v - 1 i
0 wird oflenbar vy witderum ein

Groppe bilden

mit den Elementen
linearen Relation stehen, und daf 9
eiten Gruppe durch i
Um dies aber zeigen zu ki

nur nacnzuwers

§

konstanten

S
auch ein Inteeral der-

Heilhe wvon Integralen der

. 1
ealr vonemandel

Integ

1 d=-Funktione

(1)

e

Inteeral von {|| v, ', und bildet

=T

[REE RN

der Form erhalter

Koeffizienten be-

n. welche simt-
Sind,  homogoel ineal

- Fall .

n. welche ebenfalls, 0]

den Elementen diese Grrupp linear unab-

kiinnen

n wird, dalk diese 'L.|:||-:'
ten |,|::|||.- 11 e1er

Beziehung (5) verbunden ist.

sen wir die gegebend
’ 'H 1 {
Bedimgung unterwerfen.
i 1

dalz das Integral v,
Differe

LT
nhal-
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|:-||-.__g || : -1|'Z:|" i!l"ii i I;' Sil il-'.‘-'I\. e Il S Z1E0 mMtlssen

wir jetzt jener Differentialeleichunge den Charakter der Irreduktibi-
il dem Sinne beileren, dak keines ihrer Integrale einer gleich-
irticen Differentialgleichung niederer Ordnung als der n'®® Geniige
istet.

irde der Voranssetzune der Irredukbibilitit gemilk bekanntlic

iedes Integral, also auch v, der Differentialgleichung (7) b e

D oY f }
-
den hh du ~fache | I e lie Vo
selzung die Elemente der zweiten Gruppe als lineare Funkii
mil konstanten Koeffizienten aus den Elementen der erslen Gruppe
reehen
W\ inden 1 chal 11 e1n linea h ¥ 1
halgleichung (1) il 1 x rationalen Koeffizienten in dem S
irreduktibel ist, daf kein Integral derselben schon einer gleich-
el articen Differentialeleichung niederer Ordnung geniigt, die Annalin

i Inteerale in der Beziehuneg (6) zueinander stehen, die i

teilune eines Svetems von Fundamentalintegral m

I\"I"'!: i l 8
Kar I [ 211, I
| r Ord; . 1 T L)
= ichung nter Qrdnung sei
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¥ SR ey i+ |
gy, (D g2, 0 gy—1yg Y
-1 L ¢ L oy 1 L —
\ } ¥, O ¥, i Vi
wch sich zieht wors . | T il :
Nacil sicil Z1ient, worin n = v+u Ist, und iur y Vis §
vy, T die Beziehung hesteht
T la ¥ i, 1 1y 1t 11 3
Dak in dieser Beziehung a, von Null verschieden ist, ._'u-|||
daraus hervor, dafi, wenn a, = 0 wire, die Relation
Yy 1, i1 2 v Y 1y 4 oA
ey
&= [2¥,) ;1) 1 (9 v,) | 5 (v )

welche mit der Differentialgleichu das Integral %v, gemein

hat, wegen der Irreduktibilitit derselben auch durch y, befriedigl

wirde, und somit gegen die Voraussetzung die Beziehune bestiinde

A T T ol G S T S R

Dann libt sich aber leicht einsehen, daf man von einem In-

tegrale der Differenti: chung ausgehen kann, aufl welches die
v=fach iterierte Funktion § angewendet unmittelbar auf ein Multi-

kfithrt. Seien namlich der Kiirze halber

fir eine Differentialgleichung zweiler Ordnung die beiden Funda-

Tale v und #y,, so
9 v, An Vy =+ 8, Y

ist, so selze man mit noch weiter zu bestimmenden konslanten

Koeffizienten nd
‘
‘I Ky g U Y
0
Y K 1 (K 0. Kol T :I'\! Ko 3. o) (® r1|.‘||.
la, ¥, 1 9 W)
und es ergibt sich, wi kK, und x, durch quadratischi
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Bezieh A 16 n Inle len lineare
K\ K
1 | | =+ {a A k| L)==1)
Ky / Ko
nd A durch
A K, | K iy Ky)
vorin a i Null verschied bestimmt werden, die Beziehung
8Ty, — AY,.
Wir finden somit, daz die Elemente eines Fundamer I.|I4_‘-.'~I.-|!|_1
on Inteeralen einer linearen irreduktibeln Diffterentialgleichung, fin
(6) zueinander stehen, sich

in der Beziehung

welehe 'l ||;|| crale
in die oben bezeichneten p Gruppen von v Elementen bringen
" sen, in welehen fiiv die Elemente je einer Gruppe die Beziehung
:||'--|||IZ
vy ay.

Wenden wir diese Auseinandersefzungen zunichst darauf an,
eine lineare Differentialgleichung mit in x rationalen Koeffizients
von einer gegebenen Ordnung aufzustellen, fir welche zwischen

i den Elementen eines Fundamentalsystems die Beziehung
|||f‘-_| HA
wsteht, und v, nicht einer linearen Differentialgl ung von nie-
derer t||'.i||||:|: :||-. il n* e crp I.__'| ~() '\.\.;||L ||| dalls
7 (AL T ol
: ik 3 1 L U Y a u y
I i I i
e ’ ‘ .
I fiir p. (x) als Lasung der Gleichung
"
- n
- (%) ] i (%) 1 i P (x)
eine Konstante ergeben, und da y; und y; nicht I el
Fundamenta sein, wie gelordert wurde.
mg zwischen v, und y, die a o Form

Soll die
|.;||‘I'!|
nicht

und v, wie derum

C'Il!‘,;ll!|:_- .|i- |{|'|

] offenba

(=) v y=a,y

nnd das
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s ergibl sich somit,

Koelfiziente

daz, wenn v, nicht das Integral emner

er Ordnune ist. sich nicht fiir be-

Herentialglerchung

bene rationale Funktionen p, (x), p; (x), ps (x) eine lineare

: s =
Ordnung mit in x rationalen

Differentialgleichung zweite
hilden liGt, fir welche ein anderes Integral v, mit v

iehung steht

d .-II:,'||'I'E. tie Bedingun

- - | ‘ 1
in zu beantworten, ob =ich
ialgleichung n*** Ordnung mit in

likl, m welcher zwel |||||-:__|,|!.- 1

I; e
einer Beziehu slel
| ixX) IXly I (X}
worin p, (x), p; (%), .. . rational von x abhingen, und y, nicht
hon einer  eleicharticen Differentialgleichung von miederer Ord-

:-- |!'|;a'|;ii-||||:, i\IIII!I!" 1Ll |i"-‘: \

ler n'® gentigh, und wenn dies nicht der Fall ist, die

n den Substilutionskoeffizienten

mtialgleichung  einsetzen und vermoge der Vorausselzung,

dati v, dieser Differentialgleichung geniigi, die linke Seile der-
. - - 1 .: =

selben in einen in vy, ¥, Vi linearen Ausdruck trans-

formieren, dessen Koeffizienten der Voraussetzung fir Yi zufolge

gleich N
eschlage

=

H etzen -!-|. ‘t'\'i' wollen .i-'-|-l-'i| die oben |i||—

ie Methode festhalten und das Verfahren an einer zu

il'|.|||'|l ||::"I'|' | Ii.l!'_'ll'i' nung 'JI"JI'i "I'l'f
|:|"\_I '._-” Ly (x)v'"

{ ard :
111 \--_|-||’|||- ALY |

) Ve Po (X) ¥ =+ Py IX) Pa (X) ¥ ¥
tel 11 vobel 1 h | 1 e 1
stehen sollen, wobel v, nicht schon e neared
| 1 T T
algleichung von niederer Ordnung als der 3'" gentigtl.

Ausemandersetzuneen ersichtlich, daf,

ithre drei

Differentialgleichung (18) irreduktibel sein soll,

e durch v.. 8v.. 9v. dargestellt werden, so dak
(90) 8. e bt Lt 92 4
(¢ O v, P dy Y Ay \
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i=t. Bemerkt man aber wie oben, daB die lineare Differential-

2 IE"II.E: g ZWE irl'.' OUrdnung

(21) BV —y 0.

worin a eme | algeby chen Gleichung
o [0 b 1. 0 -+ 5
isl, ein Integral von der Form |
: e O o g
(22) V Y, - Sy, - 9% v,
' 2 : 1 H r

s der Vorausselzu til

nur von der zweiten Ordnung ist.

1 15
1

Lassel wir _1_--.|r|.--i| die Annahme der Irreduk

fallen und selzen nur voraus, dak 3 nicht einer glei

linearen Differentialgleichung  von niederer Ordnung als der 3

o wiirde wiedernm, da (18) und (21) das Inte;

gemein haben, dieses Integral einer Differentialgleichung erster Ord

11, In welche aber mecht wie oben

nung von der Form (17) el

auber den Koeffizienten der Gleichung (18) nur die Substitutions-

koeffizienten pg (x), p,(x), po(x) sondern auch deren erste Ableitungen

emlreten, und es wiirde die Gleichune

nach Elimin: 1 der hdheren Ableitungen von v, als der zweilen

aus (18) und ldentifizierung der Koeffizienten von v,, v,', v,"", da

v; nicht einer Differentialgleichung von niederer Ordnung als der

dritten geniigen sollte, Differentialgleichungen fir r,, re, ry liefern,

weli

1 erfordern,

e far gy, 04, solehe Beschrinkung

eichungen rationale Funk

e dieser Differential

Sind  jedoch wieder unter der Annahme, dab v

linearen” Differentia ung von niederer Ordnung als der 30 ge-

nigt, v, und iy nicht die

clements emner Leruppoe VO

menten, sondern

09 [}

Y. = By Vi - 0, Y

dann wird, wenn o eine Ldsung der quadratischen Gleichung
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