Badische Landesbibliothek Karlsruhe

Digitale Sammlung der Badischen Landesbibliothek Karlsruhe

Die Bildung der Erdalkaliperoxyde

Engler, Carl
Heidelberg, 1910

Uber eine Eigenschaft unendlicher Funktionalreihen

urn:nbn:de:bsz:31-289891

Visual \\Library


https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:bsz:31-289891

Sitzungsberichte
der Heidelberger Akademie der Wissenschaften
Stiftung Heinrich Lanz
Mathematisch -naturwissenschaftliche Klasse

Jahrgang 1909. 2. Abhandlung.

Uber eine Eigenschaft

unendlicher Funktionalreihen

von

Leo Koenigsberger

in Heidelberg

Eingegangen am 1. November 1909

Heidelberg 1909

Carl Winter's Universitédtsbuchhandlung

BLB BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK BadenWiirttemberg



BADISCHE
BLB LANDESBIBLIOTHEK




ende Reihe

ralionalzahligen Funktionen von x fortse

die Eigenschaft hat, daf sich fir eine heliebig grol gegebend Zah

-[u-'-. 211 "."..n-!! :. [|!| exX 11 angt i;._ 11 i
iischer, nicht rationaler Wert o der Variabeln

- 4 . 1 "
der groBer als n, und

[iir den ein algebr:
der Summe

|Z) o) R ol i ]

cinen rationalen Wert erteilt, so wird far alle |_|'|.=::"_"-'II (ier it

\dijunegierune rationaler Zahlen irreduktibeln Gleichung, welcher
a geniigl, die Summe (2) mit immer griBer werdenden Werle

des Index n jedesmal stets denselben rationalen Wert annehmen,

und somit die Beihe (1) filr alle diese Lisuneen ein und de:
selben Grofle A beliebig nahe kommen
Daraus eeht unmitielbar hervor, dal. wenn eint

von der Form (1) nur fiir solche Werte von x denselber
Wert A annimm¢t, von denen nicht zwei derselben einei
mit Adjungierung rationaler Zahlen irreduktibeln Glei

chung angehidren ktnnen, die Summe !_.'f von einem be

stimmten n an stets einen irrationalen Wert annehme

wird, da, wenn die Werte des Index n, |

emen rationalen Wert hat, sic

Lisungen der irreduktibeln Gleichung, welcher o geniigt, der

gesamten Reihe denselben Wert A erteilen wiirden, was durch

die Annahme ausgeschlossen isi
[
gent, so wiirde der oatz ';I.Il'h al."'[lu"!: \\n:"é:;u':- nach besteher

bleiben, wenn man von einer fiir x = B divergierenden Reihe (]

welche die Eigenschaft hat, daB bei Annahme einer beliebig

Klemnen (adBke & und einer beliebie eroBen 7Zah n stels OIne

ranze
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ir welche d1ese sumimne

h ins Unendliche erstreckten, alle

Ist die Beihe (1) nur in einem beschriinkten Gebiete konver-

¥ 1 . ¥ L T 1 } 1
nl n n refunden werde Rallinl. nr welche die sumime
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(3} 4 (B) 1+ 1a (B) s (B)
{ Vi) A | 11 oals & uanterscheidel, sagen wurde dali
fiir x p einer der Werte der |:‘.';i|" ] i:"l"il A 1st.
Fiir die Anwendung dieses Satzes, dab unter den ge
machten Voraussetzungen die Reihe (1) fiir x @ von einem

hestimmten Werte des Stellenzeigers n an immer nur irrationale

Werte anmimmt, wird es somit darauf ankommen, zu entscheiden,

wann zwer Grib a. und . welche der Reihe (1) denselben

Wert A erteilen., nicht Lisungen einer irreduktibeln Gleichung
sein kénnen, oder vielmehr, da man im allgemeinen die Zahlen-
werte dieser Griffen nicht kennt, sondern nur @ie Beziehungen
in denen sie zueinander stehen, wann sich stets 1rreduktible

(rleichungen aufstellen lassen, in denen zwischen zwelen i1hrel

Losungen eine gegebene Relation stattfindet und wann nicht

So wird z. B. die Sinusreithe den Wert Null nur fiir x Im T an-

nehmen, worin m elne i-f'Jil'il:EI' positive oder negalive ganrze

Zahl bedeulet, und es wiirde daher die obige |'I.|-__f---~'<"|':1\'ll',{ nichi
in dem Sinne aufzufassen sein, ob zwel der Zahlen 0, + m, + 2 m,

sondern

einer irreduktibeln Gleichung angehiren kiénne

es wiirde die zur Anwendung kommende Untersuchung die Frage

7zt heantworten haben, ob zwei nicht rationale GraBen o, und
a.. welche durch die Beziehung verkniipft sind

p

(4] Ly = Ly,

Fanze Zahl hedeutel,

einer irreduktibeln Gleichung mit rationalen Zahlenkoeffizienten

WOl L ele |J|'.“'i;.i\" II'1I'| 11

als Lisungen angehiiren kénnen, ohne dall der Charakter der
selben, ein Multiplum von wm zu sein, dabei in Betracht kommt,
Da sich fiir den Fall einer algebraischen Beziehung zwische

zwel Losungen einer irreduktibeln Gleichung die simtlichen

Losungen dieser in Gruppen iterierter algebraischer Funktionen
ordnen lassen, iibrigens derartige Beziehungen stets anf rationale

gzuriickgefithrt werden konnen, und sich weiter jede rationale

ind rationalzahlige Funktion der Lésung einer rationalzahligen

(leichung auf eine ebensolche ganze Funktion dieser Lisung

711 beantworten,

reduzieren liBt, so brauchen wir nur die Fi

ob sich [fir jede Wahl der rationalen Zahlen u, v. . . p, O
stets  eme irreduktible Gleichung irgendwelchen Grades aul

lialit, filr welche zweir ithrer Losungen in der Beziehung
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oder wenn dies nicht

sind, denen die rat

r irreduktibeln

dieser Gleichung in

m-fach iterierte Funktion

q . e
Liosungen in der Bezie

. 1 (LI o | (8]
15 welches die B
LW et U v, |

reduktible Gleichungen 1

u und v fiir will

| T 3 |
Primzahl st, o

pringen lassen S

wird, wihrend [ir eine zusammengesetzte Zahl m die

emne oder mehrere

k. also auch der Grad

Zahl und daher u

1 1
duktible (Gileichung existieren

linearer |;|";:||:'-|| [§]

\us dieser Bemerkung

I-l;|'|| i||-‘.'.;|'-|':_-';.
stnus- und kosinus-Rethen
ein ganzes V elfaches
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\nnahme

"||'il 151 III|I'|' il

e

bilde

S0 dab, wenn m

Lo ===

seeschlossen is
LIsZesCINossell 1St

k

el 1'-,'.1.'||'|||'I-

mung

JOSUNEED

gegebenen Gleichung eine

L

zueimnander

.'|||._'<'I||": 1er

wlrde

:-3§|'|||".f-. Wenn u von

berden 1_1|-~':_;!|:__|-!: nie

Reihensalzes folger

ur Irgenaet

1 sein miissen, und daher ken

welcher zZwejl |_H‘C|| 1HEI

A
\nwendung
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faches wvon von einem  bestimmten Werte des Index n ar

i |

stets irrationale Werte anzunehmen, wenn nur vo

‘ausgesetz
wird, dall ¢ weder selbst rational noch i1 1_JIIJ|III.1|'\\IIIf.*'! aus
el !;l:l'-;'ll;ll“ll .‘”llll 1=

Fs ist somit nur noch die Frage zun beantworten, ob es
immer irreduktible Gleichungen paaren Grades gibf, fiir welche

. 2 ) 1 | ooocnho A
e Ssumme Zwelel threr [Losungen eine beliebig gegebellt

rationale Zahl v ist. wenn rationale Werte der Lésungen selbsl
wratiindlich ausgeschlossen werden.
DaB zunichst stets irreduktible '|”-"'||'-I!i.‘-l'.fl" (zleichungen

dieser Art existieren. ist einleuchtend, da

VY — .| L),
wWorin eine rationale Zahl bedeutel. der |'.".'-|I'I".JII'__' geniigl

aber auch leicht zu sehen, dall sich irreduktible

i
F

(ileichungen beliebigen paaren Grades aufstellen lassen, in
i|||| I|!l' SUMme Zweler j|i|"| !_II'--JII‘_‘J'E ele by !‘l?l‘_[ vor
gelegte rationale Zahl vy ist, wobei der Fall v 0 nicht in Be
iracht kommt, fiir den die Behauptung von selbst einleuchtet.

Soll . B, die Gleichung vom 4. Grade sein
Py X }J._\'"' Ps X D4 (),

so erfordert die lrreduktibilitiit derselben, vermdge der Sub

stitution o a, + v die Beziehunger
2 v - Py O und v* +p, v+ Ps vV T Ps (0,
und es fragt sich umgekehrt, ob, wenn fiir ein beliebig ge

sehenes v die Koeffizienten p. und py der Gleichung gentgen
o py durct

hestimmlt wird, sich sl

ein rationales p, finden lilt, so dall die
bigquadratische Gleichung

2vE* 4 po X Py X ==,
oder ob sich stets rationale Werte von p, und pg bestimmen lassen

on der Art, dal} fiir ein beliehig gegebenes rationales v die

ey 2V e X =Y Pa) X+ Py ()

rreduktibel ist, von der unmittelbar ersichtlich, dali je zwei
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1 T} ] har 1 3
lerselben die Summe v haben Lab dies aber mog

laraus hervor, dall, wenn v . Worm v; und

Dasselbe gill fiir Gleichungen von beliebig hohem paaren

¥ 1 1 [ 1 | [ > g { 1 | & 1 1
rade, und es folgt daher, dall es keine irreduktible Gleichung

o n der zwischen zwel |.|.|-L_.'I|Q|'I| o, 1N o, e lineare Helalion

besteht, wenn u und v beliebige rationale Zahlen sind; die
wendige und hinreichende Bedineung dafiir, dall irreduktible
Gleichuneen bhestehen. fiir welche dies der Fall ist. sind die, dalb

der Grad der Gleichung ein paarer und u = |, also die Summe

[Losungen rational ist, wihrend die rationale Zahl

neiner f||--\'-_'||_’,'lllf-,llj g ounterworien 1st: man kK&aall |'.|i!l-!;.'ll.f',:j_!||:_l_'_|

(sleichungen be

wn paaren Grades aunfstellen, die irreduktibe

’ : : e .
F i ung der irredmn 1 LB 1
nnen wir diese auch als Hesultie Glei I
f p i
1 an, 11 I I 1 nale Zahler nd lie ip
che Glei
! ! - 4 !
s Pl X 1 Lg 0
| d n re el sein, nn |1 i |
nalen v Lariilae n 1
Wil
) wl
1 1 I Ve — 2] L (2 L | k]
I it els 1 € e wlische Gl
e Summe zweler threr £ 11¢ I
A Irratio i ler »u I
] ] . ] ]
- ¥= V=
i el AT D | ¥ i I guadraltisch (& | I H!
! I nil I 1 i itionalzal {xleicl
H )
-, 1
| : 16 i
lche in d el onalen Fakloren z bar 1
t X 1+ 2 16 + B2 |
alch 1 1 f i L i i |
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sind, und o sSumme von zweie
gleicl ler willkiirlich vorgelegie ralionalen

Werlen wir nunmeh

il 3 it} 1 4 % 1 1 12
(rleichungen gibt, fitr welche zwei ihrer Lisunegen in der Be
zlehung stehen

(Eal] i, LL €L, - V - P = o [ ),

W u NEdrhie aooo o vl 'f | n | | to
Wi w, v, p wilknri geaepene rationale gJhlen bedeuten
: ol cl leicht ersichtlicl lal 1 L R
30 1 Zuniacnst leicn { It 1C1 db mdan stefs epnt dbronal

zahlige gquadratische Gleichung

19) X* T pX (] ()

mlden kann, deren beide Lisungen, die als nicht rational voraus

gesefzt werden, in der Beziehung (8) zueinander stehen Denn
la vermoge (4) die Beziehung (8) 1n die Form gesetzt werden kann

Ly (v Wwpjc, +—p Mo,

und eme hneare Bezieh IWEL zwischen zwei J.'."C'..'I__""II einer irre

duktibeln guadratischen (Gleichung die Bedineungen erfordert

V—up : p LL (] p.

1
50 Werden sici |.- I':;|l||:|::|l-!: |\,-||':,-'5-|,:-- ] I |I gosuecnien
adratianha Gleiel lag O T |
WRREEER 1L1sCnen Tlelchaung 11 el OT erEenenl
V- | - | = up
E ' i] -
LI -

k= X =t : i,

nn 9 die  iterierte Funktion  bedeutel,  durch

04
i X X

ersetzl werden kann, in der verlanglen Beziehune (8 Die letztere

Wik ) d ; -
Celerehun kKan wich, wie leicht zn sehen, wenn
' X :I y
Q 0 s lll J
: 1t y 3= 3 i}
{3 v ) | 5
. F
i X 1 X - %

BADISCHE
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0 wird 7. I far o =) X \ ! sem na es
erden daher die bends LOosunegen de uadratischen Fakto
|
f - f
X } X o X I X |
X X }

e ; Beziehung «o ¥ stehor
LU'm 1 untersuche ob es | weliehigs ttionale Werle
von u, v, p stets eine irreduktible Gleichung dritten Grades gibl
i welche zwel Losungen in der Beziehunge (8) zueinander
stehen, bemerke man, dald die Losungen einer solechen (Gleichung

L.osungen sich in zwei

( ooy, O, o o aly, 9a,
e o8 @9 i e
worim o"a oy O O, o, 1sl,

Dall aber die Gleichung sechsten Grades nicht

wonale y, v, p i rwel irreduktible Faktoren, die
1 den Elementen je¢ emer Grappe gehoren, zerfallen wird, geht

laraus hervor, dall die Koeffiz

Lelejpchung
(11) (% o) (% o ) (x 9= o ) ()

ekannthich rational von den Li einer rationalzahligen

(uadratischen Gleichung abhiingen, die in i leern

nicht rational sind., und wir erhalten daher zugleich als no

wendige und hinreichende Bedingung dafiir, d eine ratjonal

Lhible kubische Gleichung exastier!, in welcher zwel

zahlige irred

lL.iisu i der Beziehung (8) zueinander stehen, die, dall die

den rationalen Zahlen w, v, p ausgedriickte Diskriminant
lieser quadratischen Gleichung das Quadrat einer rationalen Zahl

Dall dies nicht alleemein der Fall ist, gel aus dem en

Beispiele hervor, in welchem
ik oL

51, wolur die Gleichung Lo
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ien wird also fiir den Fall der Zerlegung der

[m allgem:

I|.-'i."|||||§|_§ ~-.-i'||_\|.'-|| f||',=: es5 11 ALY & |-|"=:||;||-.‘-_ u|||||- .|;|:,: |iir- |‘:~
kriminante jener uadratischen Gleichung das Quadral einer
rationalen Zahl ist, v (leichung sechsten Grades selbst irre
luktibel sein
=el oz, B.
L, o, — 1.
so erhill man die Gleichung
as : A "
u X N =& X o X 5 X X 5
1} X X X |
x" XV - 4 x* == 3 x* ix*+4x-4+5 L)
deren Liosungen sich in die zwei Gruppen ordnen lassen
a, o+ 1, a L9 0], gt 292
Genau dieselben Uberlegung lassen =ich fiir irredokbble
Gileichungen hoheren Grades anstellen, und wir finden.

v Zahlen y, v, p sich stets eine irreduk-
il

+ guadratische (Gl

! . " . o
jchung, .|||;|'I||l-|:16-‘=| jeaoch

Lible rationalzahliz

- 1..1 1. == i
it eme solche von hoherem Grade als dem zweilen aul

in welcher zwel als nicht rational vorausg

m der Relation (8) zueinander stehen. and es

stellen lab

!.'h g

Methode vorgezeichnel, nach welcher die notwendigen und hin
n fiir die hoeffizienten u, v, p der qua

'|I.|’!‘-'l'|i-'i' tfzustellen sind, wenn eine irreduktible

rationalzahhee Gleichung von hiherem als dem zweiten (irade

die geforderte Eigenschafll en soll
Werfe wir weller die |r_'| daul, ob es stels ;rl'l'li||kii!'|l'
quadratische Gleichungen gibt, deren nichl rationale Losungen
in der Beziehung
(12) He' +~ve,*+pa, 0
stehen, wenn u, v, p, o willkithrliche rationale Zahlen bedeuten

20 wiurde aus der gesuchten quadratischen Gleichung

(13) S 1 e ]

BadenWiirttemberg
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die Beziehung (12) in der Form hervorgehen

{14) tig [uip® ql—pv+pla, +upy V(]

ind es miiliten nach den oben fiir eine line: Crie
.|5|| |.|'--»I| eI el1elr .il|;|||I;|' SCeNel Lrlech 1ET] 110
: 1 : | I e Y] | 3 et i
wendigen und hinreichenden Bedingungen die Relationen be
stehen
wip il WV 4+ p | und ppgq—vyg-—+0 Py
[ 3 vf
oder es wiren u, v, p, ¢ der Bedingung unterworfen, dall dis
kubische Gleichung in p
(15) U= p 2UVp (2 p / uplp +uo Py ) ()
z 'l { |}
LI I e JOSUNEZg  DesILEL wWanreml S1C0 A FeA LI
11 ] VETITIOr -||| |.| lenung
1 0
1 I
(16) q
v T ]

Es :illi sOomil far ..|'_'_l'=':|'!|||' |'.i||ll!!:I|l' ;/,'Illll". 1 R, © A (4]

ktible guadratische Gleichung, deren nicht ratio

nale Losungen in der Beziehung (12) zueinander stehen e

notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Beslehen einer

solchen ist durch die Existenz einer rationalen Lésung de
|ii-'f"||ii"_ 1o ;,,_._-\-_:;-.;-"":.-l."
Dasselbe Hesultal erhuelle man, wepn man die gung

ir die Reduktibilitit der Gleichung sechsten Grades

2 WOrLn

Um zu sechen, ob eine irreduktible Gleichuneg dritten Grades

existierl, fiir welche zwel nicht rationale Losungen in der Be
ziechung (12) zueinander stehen, erselze man letztere. wenn di
gosuchte kubische Gl hung 1 der Form

_"Q"I.l'l: 18 iurel
(15) (—opTVv) o+ (—pg -1 plo; (—ur—+o
Da nun oben gezeigl worden, dall, wenn ecine quadralise ¢
zwischen zweil Losung einer kubischen Gleichung

BADISCHE
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|2 Leo Koe
exigsheren soll. eine Bedingung zwischen den substitutionskoeth
zienten bestehen mubte, vermoge .|.-|.~,| die Diskriminante einer

ral emner ratio

bestimmten quadratischen Gleichung das Quac
nalen Zahl war., so kime es hier nui daraul an zu sehen, ob

ige Wahl der rationalen Zahlen u, v, p, ©

.5I'."|i! [iir emne be

s Do, r 50 rationahye bhestimiml n.-r|||-:. kiinnen, dab jenel

enfigt wird DaB dies aber nicht der Fall ist, sieht

Bedingung g
malti i"l\"llI aus dem .“-|:l"'f“|i"ll "i'.!|r'
U= oy 0, p 0, o 0,

fiir den die Beziehung (18) zwischen zwel Lisungen del kulischen

I;ll-;|'||.‘||;_l_ ]: 111

In ihnlicher Weise folgt, d o5 keine irreduktible Gleichung

ircendwelchen Grades gibt, [l welche unter Voraunssetzung all

gemeiner rationaler Zahlen w, v, ... p, 0 zwischen zwel Lisungen

derselben eine Beziehung von der Form hesteht

[19) G =X VUKL, .T—p0 1 O3

nur fie den Fall, dali x = 2 ist, gibt es stets eine irreduktible qua-

dratische Gleichung von der verlangien Figenschalt.
Nachdem wir fiir den Fall gquadratischer Gleichungen die

Bedinguneen zwischen den Koeffizienlen einer linearen Relation

Y

rwoter Lisungen: und ebenso fiir kubische Gleichungen e

ationen zweiten und dritten Grades

diese Bedingungen fiir Re
aufgestellt haben, moge noch eine Bemerkunge hinzugefiigt werden,

w es ermibglicht, alleemein die Bedingungen zu ermitteln,

welche zwischen den Koeffizienten p, v, . .. p, o der Substitution
19) stattfinden miissen, damil o, und «, zwel Lisungen eimner

igen irreduktibeln Gleichung sein kiinnen

al 1 ]
Falloniahl 7

Sei die gesuchte irreduktible Gleichung
(20) ™ -}y ®P T - py X A .51 Pm X =+ Pm (),

und wendet man auf dieselbe die TscHIRNHAUSEN-Substitution a

(21) | UXK - yYXK—=1 =  —+ pX- 0,
so wird die aus (20) und (21) resultierende ebenfalls rational
zahlige Gleichung mb» Grades
(29) yo+ P, yo Pyt L Pu-i¥ + P =0,

da o und o, zwel Lisungen der Gleichung (20) sein sollen, vel
1 g

BLB BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK BadenWiirttemberg
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somul, da die ‘lit'i:'||'.|!‘_' (20) als iI"!"l':'Li_,'||l"

tisch sein. Es ergeben sich somit in bhekannter Weise aus (21)

] - { e
Beziehungen mm den Potenzsummen

| - 11l
R I ~
L 11 0
I
1 I mnK I ]
aus denen Py, Pa. pm rational durch w, v, . .. p, 0 bestimmba

21 IMissel

Nimmt man z. B. fir die gquadratische Gleichu

b pox+p =10
die hneare Belation zwischen ihren Lisungen
11 (0] = WOy TV

an, so wirden die beiden Beziehungen

us +—92yv und s, = ws; +2uvs, + 2 v
1 ‘s b & - 1 -
odler
2 v - . . | 2 v® (p B
P und 2 pg (p ) -] 0,
L 1 i [
1 Wl li!l' _‘l';||.|.‘:;|||' Ll | ;|II«-_-|':-.'||||1_~.-~.‘.-|| \'-.il'-!, LLLT nlje- |\|n-!
hzienten dex ||||.'I|ir'|i|.»;l'||f'|| Gleichung die Werle
=] )y ]

iefern, und diese

somil 1 e ||-_l|i irredukiibl

iitbergehen. Soll die guadratische Gleichung also irreduktibel
sein, S0 mull u | zesetzt werden und die Beziehung zwischer
den Losungen o — a, -+ v lauten, wihrend in der quadra

lischen Gleichung

X VX —+ Ds 0
der letzte Koeffizient unbestimmt bleibt und der Irreduktibili-
tit wegen nur der Bedingung zu unt@rwerfen ist, dall 2 i,

nichl das Ouadratl e
"

s rationalen Zahl ist

I'iir die kubische Gleichung

BADISCHE
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i l.eo Koep

¢
L j::‘ weziehung zwischen den |-'-.""=i||'_'.""
i, == U a%, va, + p
gehen die oben aufgestellten Beziehungen zwischen den Potenz-
=S LTI el 11
= M 5q Ve +3p
o= L% 5 VS (v 2 Kp)sy— 2 e
u'ss + Jputvs, +(3uv Jwipls, +(Guvp v?) s,
(3 wp- ::‘.-"l.-l--_. :'.||:"_-'-- P
iber, von denen die beiden ersten p. und p; als rationale
Funktionen von p: lietern, welche in die dritte eingesetzt die Sub-
stitutionskoeffizienten u, v, p der Bedingung unterwerfen. dap

diese Gleichung fiir p, eine rationale Lisung liefert.
\us den obigen Auseinandersetzungen folgt, daB. wenn e
Wert a einer bestindig konvergierer

1) emmen Wert A erteilt, und alle

von der Form

x, [lir welche

die Reihe denselben Werl annimmt, durch

i
dargestelll sind, worin W,

rationale Zahlen bedeulen,

1 1 . ’ 1
die Rethe (2) von einem e Index n an stets irrationale
Werte annimmt, wenn nicht «, entweder selbst rational, oder

die Losuni

einer quadratischen Gleichung mit rationalen Ko-
effizienten ist. Denn wenn sich stets fiir eine beliebig groBe ganze
Zalhl n ein Index n = n angeben lieBe, fiir welchen die Reihe

2) einen rationalen Wert anniihme, so wiirden alle Losungen

der zu o, gehdrigen irreduktibeln rationalzahlicen Gleichung der

=

unendlichen Reihe (1) denselben ‘Wert A erteilen. und es miilten

also alle diese Lisun

1 in der obigen Form von a. enthalten sein.

Von welchem, _i|~-||-:|..:'_~« paaren Grade aber die irreduktible

Lalechung sen Iy Welcne Zwiol |||||'| ||||~J|r!'|'|‘ |!l|"\'|',' a=(rrdben
zu Lisungen hat, es mub. wie oben gezeipt worden. jedenfalls

Iy, { sein, und alle jene Lisunegen somit in der Form ent

ks Ly i
Do sichy aber dann zwel dieser |,-'|-I.|:_”-: g, UNA Ok, VENIHNOZe M
D E 1 "
DeZienuny

il — .. Vv ]

L, K K ‘I(.

um eme rationale Zahl unterscheiden wiirden., so miilte die

!I"I'-l'ii‘{||||:" iil"i"]lllll}_" VOITl _-'\.\l-i‘--|| rade mit :||-|| |_1”s_-."||||€_ll_-||

o, !.II'| g, =V YOon -||'I |'|1_'?'| PN
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und ¢ rationale Zahlen bedeulen, was ebenso wie

dab a raliona 15 ohen sFescnlossen WL TCle

Werte,. welche auller o ler Reihe (1) den Wert A

' 1 lurel ; 1o I ¥ ansdriickbar
gepen, aurcn o n dael or AUSOTUCK DT
(23) o i V.. O f

wieder [ n die Reih 2] nich ) MTL bestimmien |1
.i.-\ n an stels I'!.ii|:=||'||- "'."\ erte annenme sollte samt I-'!I-'
Losungen der irreduktibeln Gleichung mit der Lisung o, in der
Form (23 larstellbar sein. wobel fiir willkiirliche Werte vo
By Vs Pio wie oben gez worden, die irreduktible Gle
¢ ¢
chung nur eine quadratische sein wird, wenn jedoch die Grobe)
swinaan Badi gon unterhote ler Grad der irreduktibeln
O OW 1S54 bedingungen unterhecen, der rad JOer 1rre 1KL1Dell

(zleichung auch ein héherer sein kann Wiirde «, einer irre

| | | " - T 4 ]
duktibeln quadratischen Gleichung geniigen, so wiire zunidchs

dieser Fall. wie oben. hlieBen. und es konnte dann a..
wenn die frither aufgeslellte Bedingung zwischen u,, v., p

erfiillt ist. dem irreduktibeln Faklor 3. Grades der Gleichung

genipgen, welche vermi

cmer linearen Helation slehen
M, « M, o, M, o, M,

worm M "|| I|.| M, ganze Zahlen bedeulen Die Nichlexisten:
emner solchen Relation wiirde, wenn o, wie angenommen wurde
einer irreduktibeln kubischen Gleichung geniigt, auf die Irratio
nalitiit der Reihe (2) von einem bestimmten n an schlieBen lassen
Greniigt o, einer irreduktibeln Gleichung vierten Grades

dali '« w;, 1st, so wird die Gleichunge zwollten Grad
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WL .|.. 11 P11nel (1641 -_:a-i I:]';||||||'_" VOI viel |.'|'I|:"E=!l':_ ;_f:-|||'.';-__.

kubische Hilfsgl oine rationale LOsung besitzi, einen irre

liefern. dessen Losungen dann

-,-,|||',,I|-| }.r:

i emet ihnlichen rationalzahligen linearen Relation stehen
1 on. und iihnliche Schliisse n fiir Gleichungen hoherer
Grade unter Voraussetzung de: tenz der Relatio 23)

] | :|I|'.|||c'|||' .'I||i_{l'||||';:| 2 ’.-:I-:—Z--||:I'I|_ '-.!I ng wann es
irreduktible Gleichungen gibt, hu welche zwischen zwel ihrel

Lisungen o, und o, eine Relation von der Form bhesteh!

! i
v o 55 oM, +0=v0

ne positive ganze Zahl, u, v, p, © ratio-

wwke man zunichst, daly,

nale Zahlen bedeuten gollen, =0 L
wenn der Grad der gesuchten rreduktibeln Gleichung der m

sl. siimfliche Lisungen dieser (ileichung sich in Gruppen mit der-

selben iterierten Funktion 9 bringen lassen, und o
(26) 9o o, =@
ist, s wird somit @, eine Losung der Gleichung
(27) HE oy v = ()

sein. und daher das gesuchte irrec ttible Polynom, dessen

Liosun

en die Gruppen bilder

o, 90 U o o i
o, Do, 3 o, ) ,
LY | § o D 1) 2 . (M — gin Vi I

|l-__|||i|| I 1y = g, (AT

(25) 0y o (N) o, (A
ist., o1 ra onaler Faklor der linken Seile det Gleichung 97
sein.  Da aber die Nullwerte der (deichung

(24) 9 x ()

auch die Gleichung (27) befriedigen, fir die Losungen der irre

duktibeln Gleichung aber & o,(A) von oA 3 erschieden ist, so wird
das irreduktible Polynom auch ein Faktor der linken Seite der

Grlerchung

{50) : - ()

hl ist. der Grad der Gleichung

gein., und, wenn m=p ene Prim
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131) ()
il ttelbar ersichtlicl
1
I 0 1mom
i
7 I
1 |.1
eine Primzahlpotenz, so wird die gesuchte irreduktible Funktion
I !
in der (3 chu
e
T X

LN =
9
] | 1 1 I 1 len Grad
ler m m—1( w—1 :
i K 'u-,! I ] ) 0
haben. Sei f I
il } ;
1 (rleichun
311
1 | i
1 P T, B,
( Vi
| : - ( o |
i X
iII'I'Illlé\'::!'!l' Polvnom als Faktor enthalten md der Grad
der (Gleichung wird
| 1 T 1 |
: 1 )
I > 4 ()
2 od p;
36
| T ar
= [KI I.' 0 |
11 '5
ol n | ™ |
wiril n. i i -
; ']{I |’ 0 mod ps
(e
151, und ebenso alleemein fiir eine beliehige Gradzahl m der gi
suchten irreduktibeln  Gleichung Da aber der Grad ler
Gleichunegen (31 (832). (33) usw. stels darch m teillbar 1sl, so

man nur zu untersuchen haben., ob und wann sich die

BLB BADISCHE
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enigsl
|
[.6sn n di Gleichuneger welche eine Grapp on m El
1 1Y 988 .
mer bilden, a lle Wurzeln einer eduktibeln Gleichu
[} {
1 :
=0 rid I i L LUl = i i 11114 s e
Ol hat
(34) W, €1 0 o }
o Rad I = R
LTt | BTSN 1114 nr dn S LET] { L] redl
fin Grades gesucht wird, in welcher
I 1 | i ' I
1 en 1 wvelation o1 e I orm | =1 | let 11
(rlerct 2400. Grades
3 % X
i)
)
n 1 luktibel Faktor fiinft Grades besitzen 1 3SR 1N
>l 11 | el "-_||. 'i!|||- i ] 2] H L 1 L1t .08 ne
; . .
1N 1reh der rorm BE. 1 111l I 1 Wisclien
161 imer Losunoe { rational I11 i Relatio
= LIt e 'l
nalose | rsuchun 1 3860 h V1 e woerd
| i
] 1Kt1D] lnear hie e 1) entialeleich n durch
T
1] t
o0 510 B. leicht, dafl, wenn eine li I 01 he
1) ( I|_|| i o er Ordnun g =1
| 3ad) ¥ 1 X
T 1 1
1 cher 1 111 ifionale Funktion bedeutet., und w he
n dem Sinn I ikt 3 f ) 816 Im 1 gleichartie
earen [Differentia hung e Oridnu 1 Inte 1l remi
1 1sch Zy Fu amentalintecrals erselber 11 n
11 ] ineebbaren Bed ngnn o | iechune ) 1
I
N
[36) (x)¥ n, (%)
o o 1 1 | [}
| 31l Kl | W 21 ( i) y (X)) ganze |:.'I onned
VO sind Da [ niimhch durch Substitution n (36) in (35
unter Voraunssetzung der Irreduktibilitit di 1 Beziechungen
i LM
2 O und 2p ()
so folel leicht
i
| il ()
{3 |
P | |
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I 1 10 ktion il
1
v
1) niialo 1 30 ) (11 ) In h n
1 reh
1
larcestelll sind. was der \nnahm tle rreduktibilitsb wiider
prichit
lis ag endlich noch fiir die weilere Untersuchung der nach
I Hi | rausge I 1 1
Wenn fiir eine lineare homogene Differentialgleichung mit
I | I 1 | 4 |\- | T
| I | | ()
ra 1 (x] hung
Els]) | 1 | )
‘UI [ I} Lonaler /t'|||' Il | S0 M |
chi en, dalh ¢ 1 ler In I ST 1
|i|'| I
1 | | %)
(X HsilX), ornlX) canzi md ganzzahlige |'I|!|i\i O
Vo X sind, nicht das Integral  einer mearen homogenen
I 1l I | har n Koe 1L
: |
(440 P | Py (X) {x) ]
| KAalin | |
bl man namlich n d e ) | leichung )
1 h
(41) R, (%) : | i (
orm Rp(x ederum I Funl ind, i enen
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() Leo Koenigsherger:

der einzelnen Polenzen

fionen von mp vom Vv Grade mit ganzza
301 werden 1)a aber wWeoen der 1|,r‘|'.-\'i|||--
My, Ma, . .« N sich aus .| die 1dentizchen |i|-f§-||':'-'_-|l|-!'-_-‘.-|t'-||
(42) R, (x) 0, R, (x) () R, (x) ()
= \ I |" 11 ] "j' (alen ||I Ten auch '|| i\ ) renten
ler einzelnen Potenz on x verschwind miissen a fa
1 Il nuar 15 ur 1 P LeIE { LOIMimMen., wegreg |||'|
Irreduktibilitit von (88 ;||||:=|'-;_'-| si.
\ls !'Ii!‘| |'| ||:|--'- g =~alzes ||;f|_l{. wenn g44x), g
(x) als vorausgesetzt
dali 1lgleichung il kemer linear ho

gleichung niederer “I'lilliiH:, dieselbe mag
oder variable rationale und rationalzahlige
besitzen, ein Inteesral gemein haben kann. also mil

Groben m bekannter sinne irreduktibel ist

der Fall sein, wenn p eine Primzahl bedeutet, nachdem man die

selbe vermoge der Substitulion

on dem Integrale ex befreil hat, so daB die Differentialeleich g
p=H p—=2 :
] 1 ) | i)

besitzt, wenn o cine p* Einheilswurzel bedeutet. Die Differential

ird ebenso von den za den Losunegen der Gleichio

pehirigen Integralen zu belr

liebig zusammengesetzte Zahl n
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I oy n kiinnen I All ichungoe
1:2) | 1 (3
1
o I o)
I 1 | | I i1 111 |
n §  welter lal 1
|5
1x) 1l
|er | ntialg | I L1 inzel
I 1ente | 'oten )} Fanze und ga thlige
] | 11 nil 1 ¢ 1 lrredu hilitiit
i ), i Mp versch niy r i h 1
!-'if | 1 'n Null 11 | =
e =setzt m 1
o X))
1 die Differentia L) I e 11 i
| le der Differentialgleichung (37 13117 ~
| 1 Seite und P ichnet wir ler | 1
I
Po | b d (%) g | (%) ()
v -n — 1
(1X
larzestellt w L kinner &1l (X) @y (X)), I
= nd wan rzahilio I Lol vori % bed en
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