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V eini eine beständig konvergierende , nach rationalen und

rationalzahligen Funktionen von X fortschreitende Reihe

ieen

die Eigenschaft hat , daß sich für eine beliebig groß gegebene Zahl

n steéts ein Wert des Index n angeben läßt , der grötzer als n, und

für den ein algebraischer , nicht rationaler Wert d der Variabeln

der Summe

(Q) , ri ( o) ＋ 14 ( 0) ＋ 13 ( 00

einen rationalen Wert erteilt , So wird für alle Lösungen der mit

Adjungierung rationaler Zahlen irreduktibeln Gleichung , welcher

d genügt , die Summe ( 2) mit immer größer werdenden Werten

des Index n jedesmal stets denselben rationalen Wert annehmen ,

und somit die Reihe (1) für alle diese Lösungen ein und dei

selben Gröhe A beliebig nahe kommen .

Daraus geht unmittelbar hervor , daßb , wenn eine Reihe

von der Form ( I ) nur für solche Werte von x denselben

Wert Rannimmt , von denen nicht zwei derselben einer

mit Adjungierung rationaler Zahlen irreduktibeln Glei

chung angehören können , die Summe (2) von einem be

stimmtenen an stets einen irrationalen Wert annehmen

wird , da , wenn die Werte des Index n, für welche diese Summe

einen rationalen Wert hat , sich ins Unendliche erstreckten , alle

Lösungen der irreduktibeln Gleichung , welcher d genügt , der

gesamten Reihe denselben Wert A erteilen würden , was durch

die Annahme ausgeschlossen ist .

Ist die Reihe (1) nur in einem beschränkten Gebiete konver —

gent , so würde der Satz noch seinem Wortlaute nach bestehen

bleiben , wenn man von einer für X = 6 divergierenden Reihe ( I ) ,

welche die Eigenschaft hat , daß bei Annahme einer beliebig

kleinen Größe d und einer beliebig großen Zahlen stets eine

ganze Zahlen Din gefunden werden kann , für welche die Summe

1*
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( 3 e

sich von A um weniger als d unterscheidet , sagen würde , dab

kür X = ßeiner der Werte der Reihe (1) gleich A ist .

Für die Anwendung dieses Satzes , daß unter den ge —

machten Voraussetzungen die Reihe ( 1) für Xx = 2 d von einem

bestimmten Werte des Stellenzeigers n an immer nur irrationale

Werte annimmt , wird es somit darauf ankommen , zu entscheiden ,

wann zwei Größen a, und de , welche der Reihe ( 1) denselben

Wert A erteilen , nicht Lösungen einer irreduktibeln Gleichung

sein können , oder vielmehr , da man im allgemeinen die Zahlen -

werte dieser Gröhßen nicht kennt , sondern nur die Beziehungen ,

in denen sie zueinander stehen , wann sich stets irreduktible

Gleichungen aufstellen lassen , in denen zwischen zweien ihrer

Lösungen eine gegebene Relation stattfindet und wann nicht .

So wird z. B. die Sinusreihe den Wert Null nur für X m an -

nehmen , worin m eine beliebige positive oder negative ganze

Zahl bedeutet , und es würde daher die obige Fragestellung nicht

in dem Sinne aufzufassen sein , ob zwei der Zahlen 0, t , 4 2 u,

einer irreduktibeln Gleichung angehören können , sondern

es würde die zur Anwendung kommende Untersuchung die Frage

zu beantworten haben , ob zwei nicht rationale Gröhen di und

0½, welche durch die Beziehung verknüpft sind

( 4) o = u aj ;

worin u eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet ,

einer irreduktibeln Gleichung mit rationalen Zahlenkoeffizienten

als Lösungen angehören können , ohne daß der Charakter der

selben , ein Multiplum von zu sein , dabei in Betracht kommt .

Da sich für den Fall einer algebraischen Beziehung zwischen

zwei Lösungen einer irreduktibeln Gleichung die sämtlichen

Lösungen dieser in Gruppen iterierter algebraischer Funktionen

ordnen lassen , übrigens derartige Beziehungen stets auf rationale

zurückgeführt werden können , und sich weiter jede rationale

und rationalzahlige Funktion der Lösung einer rationalzahligen

Gleichung auf eine ebensolche ganze Funktion dieser Lösung

reduzieren läht , so brauchen wir nur die Frage zu beantworten ,

ob sich für jede Wahl der rationalen Zahlen u, v . . . . o, 0

stéets eine irreduktible Gleichung irgendwelchen Grades auf —

stellen läßt , für welche zwei ihrer Lösungen in der Beziehung
stehen
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* X
( 5) o τν uν agν ÆνvfI ＋ .. . ＋L o di1 ＋ 0,

oder , wenn dies nicht der Fall ist , welches die Bedingungen

sind , denen die rationalen Zahlenwerte u, v. . . . o, 0 unter -

liegen , wenn eine solche irreduktible Gleichung mit den Lösungen

% und de bestéhen soll .

Gehen wir von der linearen Beziehung

( 6) dq τ u ou ＋ v ꝙd( 01 )

aus , und fragen , ob es irreduktible Gleichungen irgendwelchen

Grades gibt , in welchen zwei Lösungen in der Beziehung ( 6)

zueinander stéhen , was auch u und » für willkürlich gegebene

rationale Zahlen sein mögen , so werden sich , wenn der Gradeim

der irreduktibeln Gleichung eine Primzahl ist , die Lösungen

dieser Gleichung in eine Gruppe bringen lassen , so daß die

m- fach iterierte Funktion

( 0¹1 = σ dl

wird , während für eine zusammengesetzte Zahl m die Lösungen
eine oder mehrere Gruppen bilden , so daß , wem m = kmi ist ,

(K
ö0

Wifd . Da sich aber aus ( 6)

(K E 2
R⁰αο . Su „ u* . . . 64 0U

ergiht , so folgt aus ( 7) , da as nicht rational sein sollte ,

K K— 2
u — 1Sſ O und . uh E.. . Tu 1) σoο :

da nun die Annahme u = 1. v = 2O ausgeschlossen ist , so wird

c, also auch der Gradem der gegebenen Gleichung eine grade

Zahl und daher u2 1 sein müssen , und daher keine irre

duktible Gleichung existieren , in welcher zwei Lösungen in der

linearen Relation (6) zueinander stéhen , wenn u von 1 ver

schieden ist oder die Summe der beiden Lösungen nicht ratio

nal ist .

Aus dieser Bemerkung würde schon als Anwendung des

oben bewiesenen allgemeinen Reihensatzes folgen , daß die

sinus - und kosinus - Reihen die Eigenschaft haben , für irgend

ein ganzes Vieltaches von àw, reèsp . für irgendein ungrades Viel -
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kaches von von einem bestimmten Werte des Index n an

stéts irrationale Werte anzunehmen , wenn nur vorausgesetzt

wird , daß t weder selbst rational noch die Quadratwurzel aus

einer rationalen Zahl ist .

Es ist somit nur noch die Frage zu beantworten , ob es

immer irreduktible Gleichungen paaren Grades gibt , für welche

die Summe zweier ihrer Lösungen eine beliebig gegebene

rationale Zahl » ist , wenn rationale Werte der Lösungen selbst

verständlich ausgeschlossen werden .

Daß zunächst stets irreduktible quadratische Gleichungen

dieser Art existieren , ist einleuchtend , da

X2 VX＋gÆ2O ,

worin q eine rationale Zahl bedeutet , der Forderung genügt .

Es ist aber auch leicht zu sehen , daß sich irreduktible

Gleichungen beliebigen paaren Grades aufstellen lassen , in

welchen die Summe zweier ihrer Lösungen eine beliebig vor

gelegte rationale Zahl » ist , wobei der Fall yv = 2O nicht in Be

tracht kommt , für den die Behauptung von selbst einleuchtet .

Soll z. B. die Gleichung vom 4. Grade sein

RER0 ,

S0 erfordert die Irreduktibilität derselben , vermöge der Sub —

stitution d ◻π = ανναν die Beziehungen

2v＋TPpi = 0 und và＋ pi v ' ＋ Pp V＋ pz = O,

und es fragt sich umgekehrt , ob , wenn für ein beliebig ge

gebenes » die Koeffizienten pe und pz der Gleichung genügen

võ — pον = pÆ◻ο .

und pi durch

pi = - 2

bestimmt wird , sich stets ein rationales ps finden läßt , so dab die

biquadratische Gleichung

X . - 2 yYX3＋pe x2 ＋ PI X ＋ pIÆ= O,

oder ob sich stets rationale Werte von pe und p beéstimmen lassen

von der Art , daß für ein beliebig gegebenes rationales » die

Gleichung

XI - —2 VYX3 ＋ pę X? ＋E VGV — pꝛ )x ＋ p 0

irreduktibel ist , von der unmittelbar ersichtlich , daß je zwei
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Lösungen derselben die Summe » haben . Daß dies aber mög

V
lich ist , geht daraus hervor , daß , wenn y = A , worin vi und v⸗

2

irreduktible ganze Zahlen sind , die Gleichung

3 — 2vi vz? XW ＋ Ppe Vzs X‚ ＋ VIi ( Vi? —p2 vz ) Xx ＋PpA vi O,

wenn p eine in »i enthaltene Primzahl und pze = pAÆP geèsetzt

wird , nach dem EITSENSTEIN ' schen Satze irreduktibel ist .

Wir finden somit , daß es steéts eine irreduktible Gleichung

vierten Grades gibt , in welcher die Summe zweier ihrer Lösungen

eine willkürlich gegebene rationale Zahl ist .

Dasselbe gilt für Gleichungen von beliebig hohem paaren

Grade , und es folgt daher , daß es keine irreduktible Gleichung

gibt , in der zwischen zwei Lösungen oi und o,‚ eine lineare Relation

τ u ,ε

besteht , wenn u und v beliebige rationale Zahlen sind ; die not

wendige und hinreichende Bedingung dafür , daß irreduktible

Gleichungen bestéhen , für welche dies der Fall ist , sind die , daß

der Grad der Gleichung ein paarer und u = = 1, also die Summe

der beiden Lösungen rational ist , während die rationale Zahl v

keiner Beschränkung unterworfen ist ; man kann rationalzahlige

Gleichungen beliebigen paaren Grades aufstel en , die irreduktibel

) Zur Feststellung der Irreduktibilität der obigen biquadratischen Gleichung
können wir diese auch als Resultierende der beiden Gleichungen

* VX ＋ Pp== O und pꝛ2 ＋PP＋TdÆ O

auffassen , in welchen vi Pi d rationale Zahlen bedeuten , und es wird die biqua
dratische Gleichung

X(g 2 vX ＋ ( vꝰ —p ) x2 PVXY＋T 9 0,
wie man leicht sieht , dann und nur dann reduktibel sein , wenn für eine will
kürliche Wahl der drei rationalen Zahlen », a, b die Größen p und q aus den

Gleichungen bestimmt werden

p 2b—- a ? — a , g S al4＋H4as vJ a? (5 v2 —2½p ) ＋ a (2 v 6PY＋p ? —4pv ,
sonst irreduktibel ; es wird somit stets eine irreduktible biquadratische Gleichung
existieren , für welche die Summe zweier ihrer Lösungen eine beliebig vorgelegte
rationale Zahl ist .

So werden 2. B. zwei Irrationalzahlen mit der Summe 6

04 — 27 , 8 2 ,

welche nicht schon die Lösungen einer quadratischen Gleichung mit rationalen
Koeflizienten sind , der biquadratischen rationalzahligen Gleichung genügen

XxE 12 xX5＋ 216 Xx ＋ 124 ◻ O,
welche in die beiden rationalen Faktoren zerlegbar ist

(X2 ＋ 4X ＋ 2) (K2 — 16 X ＋T 62) O,
in welcher ai eine Lösung des einen , d, eine Lösung des andern Faktors ist
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sind , und für welche die Summe von zweien ihrer Lösungen

gleich der willkürlich vorgelégten rationalen Zahl v ist .

Werfen wir nunmehr die Frage auf , ob es stets irreduktible

Gleichungen gibt , für welche zwei ihrer Lösungen in der Be

ziehung stéhen

( 8 ) o u u ＋ vονν ＋˙ οο ð( 3al ) ,

wWorin u, v, o willkürlich gegebene rationale Zahlen bedeuten ,

S0 ist zunächst leicht ersichtlich , daß man stets eine rational

zahlige quadratische Gleichung

g0

bilden kann , deren beide Lösungen , die als nicht rational voraus

gesetzt werden , in der Beziehung ( 8) zueinander stehen . Denn

da vermöge ( 9) die Beziehung (8) in die Form gesetzt werden kann

phereue ,

und eine lineare Beziehung zwischen zwei Lösungen einer irre

duktibeln quadratischen Gleichung die Bedingungen erfordert

VEup = E= 1 P

Ss0 werden sich die rationalen Koeffizienten p, q der gesuchten

quadratischen Gleichung in der Form ergeben

v＋1 VIuPO
RP == 3 1 5 „

U u

und in der Tat stehen die Lösungen der quadratischen Gleichung

v＋IHÆup
X 4

5 —
U U◻¹

welche auch , wenn m92 die iteérierte Funktion beèdeèutet , durch

8² R τ
00)

d X X
ersetzt werden kann , in der verlangten Beziehung ( 8) . Die letztere

Gleichung kann auch , wie leicht zu sehen , wenn

982 9 X
— ( N)

0 9² X—-— A 9 & N X
( 9 X 2

9 * 5 R X¶I

gesèetzt wird , in der Form dargestellt werden

8³Xxʒ
8 92² Xx- N

( 8X - 835 ο x

1) Die Form rührt von Herrn Hilbert gelegentlich einer mündlichen Be
sprechung des obigen Reihentheorems her .
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eeern für r I1, GN X＋L 2 sein , und eés

werden daher die beiden Lösungen des quadratischen Faktors

XS ＋ AXxéö＋ SSXxf＋ 7Xxꝰ ＋ 4

( X2 — X＋- I1) ? ＋ X＋Z I1) G2 Xx＋- 2 )

in der geforderten Beziehung dο ε αe stehen .

Um zu untersuchen , ob es für beliebige rationale Werte

von u, », o stets eine irreduktible Gleichung dritten Grades gibt ,
für welche zwei Lösungen in der Beziehung ( 8) zueinander

stéehen , bemerke man , daßb die Lösungen einer solchen Gleichung

eine Gruppe
2

G15 U. 01 % . G1

bilden , So dah ö Stellt man nun die Gleichung

Sechsten Grades
3RX

( 10 ) — 0
N XX

auf , so ist unmittelbar ersichtlich , daß die Lösungen sich in zwei

Gruppen

A1. 8 0 % Ne e „ 5

9³ 93³ ον τ dijworin e ee ,

bringen lassen . Daß aber die Gleichung sechsten Grades nicht

für beliebige rationale u, », o in zwei irreduktible Faktoren , die

gehören , zerfallen wird , geht8zu den Elementen je einer Gruppe
daraus bervor , daß die Koeffizienten der Gleichung

oaedoe ) =9 =

bekanntlich rational von den Lösungen eineèr rationalzahligen

quadratischen Gleichung abhängen , die im allgemeinen selbst

nicht rational sind , und wir erhalten daher zugleich als not

wendige und hinreichende Bedingung dafür , daß eine rational

zahlige irreduktible kubische Gleichung existiert , in welcher zwei

Lösungen in der Beziehung ( 8) zueinander stehen , die , daß die

in den rationalen Zahlen u, v, o ausgeèdrückte Diskriminante

dieser quadratischen Gleichung das Quadrat einer rationalen Zahl

ist . Daß dies nicht allgemein der Fall ist , geht aus dem ein

lachen Beispiele hervor , in welchem

ist , wokür die Gleichung ( 10 ) in
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übergeht , und die Gleichung ( 11 ) die Form hat

— ( oi ＋ G1? ＋ 1 X ＋ ( ai5 ＋ d1 ＋ di1 )X —ι ◻ε ,X.

dèeren erster Koeffizient ydurch die quadratische Gleichung defi

niert ist
2

N* y＋ 2 = .

Im allgemeinen wird also für den Fall der Zerlegung der

Gleichung sechsten Grades in zwei Gruppen , ohne daß die Dis

kriminante jener quadratischen Gleichung das Quadrat einer

rationalen Zahl ist , die Gleichung séechsten Grades selbst irre

duktibel sein .

Sei Z. B.
8 — 2d =ε dut 1,

S0 erhält man die Gleichung

SdX EÆk XX ＋ AIXé＋- 8S8X“ ＋ESXL - XxA5—
9 X xXx Xꝯ＋41

S X ＋ Xõ ＋E Ax4 E 3X＋ T7XT＋EAXI＋L 5 ÆoO ,

deren Lösungen sich in die zwei Gruppen ordnen lassen

2 0 ＋ 2; a' , “ 2 ＋ 1, 4 “＋ 2 0˙ ＋ 2.

Genau dieselben Uberlegungen lassen sich für irreduktible

Gleèichungen höheren Grades anstellen , und wir finden ,

daß für beliebige rationale Zahlen u, v, p sich steéts eine irreduk -

lible rationalzahlige quadratische Gleichung , im allgemeinen jedoch
nicht eine solche von höherem Grade als dem zweiten auf

stellen läbt , in welcher zwei als nicht rational vorausgesetzte

Lösungen in der Relation ( 8) zueinander stehen , und es ist die

Methode vorgezeichnet , nach welcher die notwendigen und hin

reichenden Bedingungen für die Koeffizienten u, v, o der qua
dratischen Relation aufzustellen sind , wenn eine irreduktible

rationalzahlige Gleichung von höhberem als dem zweiten Grade

die geforderte Eigenschaft besitzen soll .

Werfen wir weiter die Frage auf , ob es steèts irreduktible

quadratische Gleichungen gibt , deren nicht rationale Lösungen

in der Beziehung

( 12 ) o uν οανe ＋ vdI ? ＋ 0 d1 ＋ 0

stéehen , wenn u, v, o, o willkührliche rationale Zahlen bedeuten ,

so würde aus der gesuchten quadratischen Gleichung

( 13) X＋TPX ꝗ O
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die Beziehung (12) in der Form hervorgehen

( 14 ) o = ſu ( p? —q ) PVS＋T oI upρffꝗ = ·/νJ ,

und es müßten nach den oben für eine lineare Beziehung zwischen

den Lösungen einer quadratischen Gleichung gefundenen not

wendigen und hinreichenden Bedingungen die Relationen be

stéhen

u ( pꝰ q) - PVEDO = = 1 und up - V = = p ,

oder es wären u, y, o, o der Bedingung unterworfen , daß die

kubische Gleichung in p

2
( 15 ) up' —- 2 uVpꝰ ＋ ( Au ＋ v＋ uo ) p /uαο = οNο -=-= νU2 .

eine rationale Lösung besitzt , während sich dann ꝗ rational

in p vermöge der Beziehung

( p ＋0

vup

ausdrückt .

Es gibt somit für allgemeine rationale Zahlen àu, v», o, 0

keine irreduktible quadratische Gleichung , deèren nicht ratio —

nale Lösungen in der Beziehung ( 12 ) zueinander stehen ; die

notwendige und hinreichende Bedingung für das Bestehen einer

Solchen ist durch die Existenz einer rationalen Lösung der

Gleichung ( 15 ) ausgedrückt .
Dasselbe Resultat erhielte man , wenn man die Bedingung

für die Reduktibilität der Gleichung sechsten Grades

d²X
0

9 X 0

in drei irreduktible quadratische Faktoren suchte , worin

N8 XxS uXBY＋E VXL＋OX O

181

Um zu schen , ob eine irreduktible Gleichung dritten Grades

existiert , für welche zwei nicht rationale Lösungen in der Be

ziehung ( 12 ) zueinander stehen , ersetze man letztere , wenn die

gesuchte kubische Gleichung in der Form

2
( D RpPTAgXTTO0

gegeben ist , durch

( 18 ) oο E= uPpNα ?Y) αν ,＋ ( - uνqꝗ˙＋ατσpp dα ] ſÆν⁰( —urYoh .

Da nun oben geézeigt worden , daß , wenn eine quadratische
Beziehung zwischen zwei Lösungen einer kubischen Gleichung
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existieren soll , eine Bedingung zwischen den Substitutionskoeffi —

zienten bestehen mußte , vermöge deren die Diskriminante einer

bestimmten quadratischen Gleichung das Quadrat einer ratio -

nalen Zahl war , so käme es hier nur darauf an zu sehen , ob

nicht für eine beliebige Wahl der rationalen Zahlen u, v, p, 0

stets p. g, r so rationalig bestimmt werden können , dab jener

gedingung genügt wird . Daß dies aber nicht der Fall ist , sieht

man leicht aus dem speziellen Falle

u = E 1 , v = O, o = 0, C = O,
für den die Beziehung ( 18 ) zwischen zwei Lösungen der kubischen

Gleichung ( 17 ) in

eee
übergeht .

In ähnlicher Weise folgt , daß es keine irreduktible Gleichung

irgendwelchen Grades gibt , für welche unter Voraussetzung all

gemeiner rationaler Zahlen u, v. . . . b, o zwischen zwei Lösungen

derselben eine Beziehung von der Form besteht

( 19 ) oο τ uανν ＋vοιναεf ] ,p· ?. . . . ＋ odi ＋ O;
nur kür den Fall , daß & = 2 ist , gibt es stets eine irreduktible qua -

dratische Gleichung von der verlangten Eigenschaft .

Nachdem wir für den Fall quadratischer Gleichungen die

Bedingungen zwischen den Koeffizienten einer linearen Relation

zweier Lösungen ; und ebenso für kubische Gleichungen eben

diese Bedingungen für Relationen zweiten und dritten Grades

aufgestellt haben , möge noch eine Bemerkung hinzugefügt werden .

welche es ermöglicht , allgemein die Bedingungen zu ermitteln ,

welche zwischen den Koeffizienten u, v. . . . bp, o der Substitution

( 19 ) stattfinden müssen , damit d und dο zwei Lösungen einer

rationalzahligen irreduktibeln Gleichung sein können .

Sei die gesuchtè irreduktible Gleichung

( 20 ) Xm A
Pi Xm1 — Pꝛ Xm—2 * 7 Pm1 K ＋ Pm 0,

und wendet man auf dieselbe die TScHIRNHXKUSEN - Substitution an

EDeen ee⸗

S0 wird die aus ( 20 ) und ( 21 ) resultierende ebenfalls rational —

zahlige Gleichung mten Grades

( 22 ) 97*3 85 E1
— 1 — 5 . —

—2
＋ 5 3 P V ＋ Pm O.

da ds und d, zwei Lösungen der Gleichung ( 20 ) sein sollen , ver —
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möge der Beziehungen ( 19 ) und (21) die Lösung d besitzen und

somit , da die Gleichung ( 20 ) als irreduktibel vorausgesetzt worden ,

alle Lösungen mit ( 20) gemein haben , und daher mit dieser

identisch sein . Es ergeben sich somit in bekannter Weise aus ( 21 )

die Beziehungen in den Potenzsummen

Si uν SV VSi EPSEmö

S S m o2

Sm um SüEF „

aus denen pi , pꝛ. . . . Pm rational durch u, y. . . . bo, C bestimmbar

sein müssen .

Nimmt man 2. B. für die quadratische Gleichung

Xꝰ ＋pi X ＋ ph 0

die lineare Relation zwischen ihren Lösungen

e

an , so würden die beiden Beziehungen

S1 = u SI ＋ 2v und s2 = u2 s3 ＋E 2u vS1I ＋2 v

Oder

2 v 8 2 v» ( u ＋E 1)
— und 1) ＋

U K u 1

wenn die Annahme u = 1 ausgeschlossen wird , für die Koelf

lizienten der quadratischen Gleichung die Werte

2 v **
1 Æρ 2PDü

8
D2

( u — 1) 2

liefern , und diese selbst somit in die nicht irreduktible

V

u 17

übergehen . Soll die quadratische Gleichung also irreduktibel

sein , so mub u 1gesetzt werden und die Beziehung zwischen

den Lösungen d‚ = di V lauten , während in der quadra
tischen Gleichung

Xx * VXÆ Ppꝛ2 0

der letzte Koeffizient unbestimmt bleibt und der Irreduktibili —

tät wegen nur der Bedingung zu untérwerfen ist , dabß vꝛ 4 Pe
nicht das Quadrat einer rationalen Zahl ist .

Für die kubische Gleichung

* ＋ pi x? ＋ PX ＋ PpA O



14 Leo Koenigsberger :

und die Beziehung zwischen den Lösungen

d ναπον σνεσ νιε Vναỹẽã - 9

gehen die oben aufgestellten Beziehungen zwischen den Potenz -

summen in

S1 ν u s2 ＋ VSI ＋3 0

82 = uU· S, ＋- 2uvs3 ＋T ( v222 1 2 up ) 82 ＋ 2 vOs1 ＋T 3p ?

＋( 3uv² ＋ 3 u28) s . ＋＋( 6 uvD ＋vo ) S5

( 3up ? ＋ 3 v p) s2
＋ 3 p v851 ＋ 3 83

über , von denen die beiden ersten pe und ps als rationale

Funktionen von pr liefern , welche in die dritte eingesetzt die Sub —

stitutionskoeffizienten u, y, o der Bedingung unterwerfen , daß

diese Gleichung für pileine rationale Lösung liefert .

Aus den obigen Auseinandersetzungen folgt , daß , wenn ein

Wert di einer beéeständig konvergierenden Reihe von der Form

( 1) einen Wert A erteilt , und alle Werte von x, für welche

die Reihe denselben Wert annimmt , durch

ACF ◻ Ul G1 ＋ VK

dargestellt sind , worin àu, und » , rationale Zahlen bedeuten ,
die Reihe ( 2) von einem endlichen Index n an steéts irrationale

Werte annimmt , wenn nicht di entweder selbst rational , oder

die Lösung einer quadratischen Gleichung mit rationalen Ko —

effizienten ist . Denn wenn sich stets für eine beliebig große ganze

Zalllen ein Index n SDen angeben ließe , für welchen die Reihe

( 2) einen rationalen Wert annähme , so würden alle Lösungen
der zu di gehörigen irreduktibeln rationalzahligen Gleichung der

unendlichen Reihe ( 1) denselben Wert A erteilen , und es müßten

also alle diese Lösungen in der obigen Form von o enthalten sein .

Von welchem , jedenfalls paaren , Grade aber die irreduktible

Gleichung sein mag , welche zwei oder mehrere dieser d - Größen

zu Lösungen hat , es muß , wie oben gezeigt worden , jedenfalls

Ur 1 sein , und alle jene Lösungen somit in der Form ent

halten sein

0 . EV .

Da sich aber dann zwei dieser Lösungen dαν ⁰ und drν vermöge der

Beziehung
dανↄα α .2 *1

um eine rationale Zahl unteéerscheiden würden , so müßte die

irreduktible Gleichung vom zweiten Grade mit den Lösungen

d und 1 ＋ - Vvon der Form sein
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XU VX ACÆ= O,

sowie v und q rationale Zahlen bedeuten , was ebenso wie die

nnahme , daß d, rational ist , oben ausgeéeschlossen wurde .

Sind alle Werte , welche außer di der Reihe (1) den Wert A

in der Form ausdrückbargeben , durch o,

Q02 — 2 1 01 5( 23 ) A ur 1 VV GQI Px

worin ue , Ve , be rationale Zahlen bedeuten , so müßten

wieder , wenn die Reihe (2) nicht von einem bestimmten In —

dexen an stets irrationale Werte annehmen sollte , sämtliche

Lösungen der irreduktibeln Gleichung mit der Lösung oi in der

Form (23) darstellbar sein , wobei für willkürliche Werte von

bde, wie oben gezeigt worden , die irreduktible Glei

chung nur eine quadratische sein wird , wenn jedoch die Gröhen

gewissen Bedingungen unterliegen , der Grad der irreduktibeln

Gleichung auch ein höherer sein kann . Würde di einer irre

duktibeln quadratischen Gleichung genügen , so wäre zunächst

dieser Fall , wie oben , auszuschliehen , und es könnte dann di ,

wenn die früher aufgestellte Bedingung zwischen uzs , vz , oe

erfüllt ist , dem irreduktibeln Faktor 3. Grades der Gleichung

6. Grades

9³xKͤ —Wx
S Xx eν

mit den Lösungen

I O 0

genügen , welche vermöge der Annahme

01 02

in einer linearen Relation stehen

Mi 0i ＋ Mz dοι ＋Mz dg = M,

Worin M, Mi , Mz, Ms ganze Zahlen bedeuten . Die Nichtexistenz

einer solchen Relation würde , wenn di wie angenommen wurde ,

einer irreduktibeln kubischen Gleichung genügt , auf die Irratio

nalität der Reihe ( 2) von einem bestimmten n an schließen lassen .

Genügt q einer irreduktibeln Gleichung vierten Grades , 80
8468 1 2 7 KA 1daßh 940 . = di ist , So wird die Gleichung zwölften Grades

— O,
d² Xĩ
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wenn die zu einer der drei Gruppen von vier Elementen gehörige

kubische Hilfsgleichung eine rationale Lösung besitzt , einen irre —

duktibeln biquadratischen Faktor liefern , dessen Lösungen dann

in einer ähnlichen rationalzahligen linearen Relation stehen

müßten , und ähnliche Schlüsse gelten für Gleichungen höherer

Grade unter Voraussetzung der Existenz der kelation ( 23) .

Sei nunmehr allgemein zu untersuchen , ob und wann es

irreduktible Gleichungen gibt , für welche zwischen zwei ihrer

Lösungen d, und d , eine Relation von der Form besteht

( 25 ) d = uUſον ＋ V̊ͥοh“ 1＋ . . . ＋ o dνοατ ο =ε d an ,

worin & eineé gegebene positive ganze , l

nale Zahlen bedeuten sollen , S80 bemerke man zunächst , dah ,

wenn der Grad der geèesuchten irreduktibeln Gleichung der mnte

ist , sämtliche Lösungen dieser Gleichung sich in Gruppen mit der -

Selben itèrierten Funktion 9 bringen lassen , und daß jedenfalls

( 26 ) dm d οσνσdi

ist . Es wird somit d, eine Lösung der Gleichung

( 27 ) dmX X O

sein , und daher das gesuchte irreduktible Polynom , dessen

Lösungen die Gruppen bilden

145

NE

dilm 98 ai ( m 92 d1n
— 1 dln ,

) d1n⸗ 5¹

worin m mi- me , und

( 28 ) dm dgνοοο υτν ο

ist , ein rationaler Faktor der linken Seite der Gleichung 6

sein . Da aber die Nullwerte der Gleichung

8400, 9 Rx 0

auch die Gleichung ( 27 ) befriedigen , für die Lösungen der irre —

duktibeln Gleichung aber 9 d . 00 von di verschieden ist , so wird

das irreduktible Polynom auch ein Faktor der linken Seite der

Gleèichung

30 ) 02
98X ε

sein , und , wenn mp eine Primzahl ist , der Grad der Gleichung
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9⁰ X
( 31 ) 0

N

wie unmittelbar ersichtlich ,

63 0 mod p
sein . ISt

m P

eine Primzahlpotenz , so wird die gesuchte irreduktible Funktion

in der Gleichung

als Faktor enthalten sein und den Grad

* —1 * —1
D (·p 1) IT

K 0 il ( 2 ö O mod p

haben . Sei ferner

AI I
W

S0 wird die Gleichung

pi 1 pz291 3 X
E

1 19 1 pir po *
91 XIð 9¹*5 1 X

r t. ü
9 D

4 X

das irreduktible Polynom als Faktor enthalten , und der Grad

der Gleichung wird

1
mod pi Pe

Sein , da

* I11E3 1 —1 Ir.( 0 0 mod pi
und

W3 m.,3 (pꝛ
Kl 62 9

10 0 mod pe

ist , und ebenso allgemein für eine beliebige Gradzahl m der ge

suchten irreduktibeln Gleichung . Da aber der Grad der

Gleichungen ( 31 ) , ( 32 ) , ( 33) usw . stéts durch m teilbar ist , 80

wird man nur zu untersuchen haben , ob und wann sich die

Sitzungsberichte der Heidelb. Akademie, math. - naturw. Kl. 1909. 2. Abh 2
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Lösungen dieser Gleichungen , welche eine Gruppe von m Ele —
menten bilden , als die Wurzeln einer irreduktibeln Gleichung
ergeben .

So wird 2. B. , wenn die Relation zwischen : und oν die
Form hat

( 34 ) a u G1 ＋ VYdi ? ＋ p. a ＋ O ν g
und die Bedingung für die Existenz einer irreduktibeln Gleichung
fünften Grades gesucht wird , in welcher zwischen zwei ihrer

Lösungen eine Relation von der Form ( 34 ) stattfindèt , die

Gleèichung 240 . Grades

85Xx
—

RX Æ

einen irreduktibeln Faktor fünften Grades beèesitzen müssen , in
welchem unter der Annahme , daß wieder alle seine Lösungen
sich durch d. in der Form ( 34 ) ausdrücken lassen , zwischen

je vier seiner Lösungen eine rationalzahlige lineare Relation

stattfinden wird .

Analoge Untersuchungen lassen sich , wie ich zeigen werde ,
für irreduktible lineare homogene Differentialgleichungen durch —
führen .

So sieht man . B. leicht , daß , wenn eine lineare binomische

Differentialgleichung zweiter Ordnung gegeben ist

f
835 y “ rOOy .

in welcher r ( Y) eine rationale Funktion bedeutet , und welche
in dem Sinne irreéduktibel ist , daß sie mit keiner gleichartigen
linearen Differentialgleichung erster Ordnung ein Integral gemein
hat , zwischen zwei Fundamentalintegralen derselben nur unter
einer bestimmt angebbaren Bedingung eine Beziehung von der
Form

( 36 ) J2 0 ( YyI ＋ Di

bestehen kann , in welcher o0 J) und ↄf ( J ) ganze Funktionen

von X sind . Da sich nämlich durch Substitution von ( 36 ) in ( 35)
unter Voraussetzung der Irreduktibilität die beiden Bèeziehungen
ergeben

b0 T 21 pi＋ oier '=O und 280 “＋ p1 “ O,

S0 folgt leicht

1069⁰ —
1 Eof N (r⸗
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und nimmt man 2. B

und ähnlich für jede ganze Funktion von x, wenn c 0

S0 eérgibt sich

(K 2 2
639 —8 5

So0 daß die Differentialgleichung (35) die Form annehmen würde

K( 2
N2 VII 51

deren Integrale durch

1 K K

eieee

dargestellt sind , was der Annahme der Irreduktibilität wider —

Spricht
Es mag endlich noch für die weitére Untersuchung der nach

kolgende Hilfssatz vorausgeschickt werden .

Wenn für eine lineare homogene Differentialgleichung mit

konstanten ganzzahligen Koeffizienten

— (n) (n — I) (n 2
( 37 ) 70 J ETI J 1 E „ n0

die algebraische Gleichung

n —n—1 n 2
( 38 ) 0 I = 50 re 1 „ E E 0

mit Adjungierung rationaler Zahlen irreduktibel ist , so läßt sich

leicht zeigen , daß ein aus deren Integralen zusammengeseétzter

Kusdruck von der Form

Nn 12 X Iu X3 n 8
I . gi &σ e gꝛ ( Ye E = ν ναοον

worin gi ) , ge ( J . . . . gu ( J ) ganze und ganzzahlige Funktionen

von X sind , nicht das Integral einer linearen homogenen

Differentialgleichung mit gleichartigen Koeffizienten

( V 1)
( 40 ) 55 E 1 0

sein kann , wenn »On ist .

Setzt man nämlich vi in diese Differentialgleichung ein , 8o

ergibt sich

1¹ 1 1I
Rute u ε ,

mi x 14 ) R GZe ＋R GDe

Worin RoG( K) wiedérum ganze Funktionen von Xx sind , in denen
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die Koeffizienten der einzelnen Potenzen von x ganze Funk

tionen von mo vom vten Grade mit ganzzahligen Koeffizienten

sein werden . Da aber wegen der Verschiedenheit der Größen

mi , ma , . . . mu sich aus ( 41) die identischen Beziehungen ergeben

ee0 ,

s0 werden in jeder dieser Gleichungen auch die Koeffizienten

der einzelnen Potenzen von x verschwinden müssen , was , da

mi , me . . . . nur bis zur » nten Potenz vorkommen , wegen der

Irreduktibilität von ( 38 ) unmöglich ist .

Als spezieller Fall dieses Satzes folgt , wenn gi ( R) , gz( Y) ,

gu &) als Konstanten vorausgesetzt werden ,

daß die Differentialgleichung ( 37 ) mit keiner linearen ho —

mogenen Differentialgleichung niederer Ordnung , dieselbe mag

konstanté rationale oder variable rationale und rationalzahlige
Koeffizienten besitzen , ein Integral gemein haben kann , also mit

Adjungierung dieser Gröhben in bekanntem Sinne irreduktibel ist .

Dies wird z. B. für die Differentialgleichung

(ꝓp)
W2Æ

der Fall sein , wenn p eine Primzahl bedeutet , nachdem man die -

selbe vermöge der Substitution

7
‚u

von dem Integrale ex befreit hat , so daß die Differentialgleichung

(p•p—1 ) (p•p —2 ) ( p — 3)20 ＋ piz Tpez FFF
die Fundamentalintegrale

bèsitzt , wenn deeine pte Einheitswurzel bedeutèt . Die Differential -

6¼
wird ebenso von den zu den Lösungen der Gleichung

gleichung

gehörigen Integralen zu befreien sein , und ähnlich für eine be —

liebig zusammengesetzte Zahlen .
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Ist die Ordnung v der Differentialgleichung ( 40) jedoch gleich

oder gröher als n, so können wir aus der Existenz der Gleichungen

( 42 ) zunächst nur folgern , daß vermöge ( 39 ) die einzelnen Funktionen

mi X mX
g1 eE 92 σ e g. e

Integrale der Differentialgleichung (40) sind , woraus sich abei

Weiter ergibt , dab auch

m. X moX II 4
89,L „ e GA n)

0 0

jener Differentialgleichung genügen werden , weil die einzelnen

Koeffizienten der Potenzen von x in Ro ( Y ganze und ganzzahlige

Funktionen von me sind , und daher wegen der Irreduktibilität

von (38), da sie für mo verschwinden , entweder identisch odel

kür jede Lösung von ( 38) Null sein müssen , wenn » pn ist .

Setzt man nun

νgi & ) 2

in die Differentialgleichung ( 40) ein , so wird diese in 2 sämtliche

Integrale der Differentialgleichung ( 37) besitzen und somit , wenn

deren linke Seite und P bezeichnet wird , in der Form

» n » n
ο ( ) d Siel EFF 0

n un — 1
d x d x

dargestellt werden können , wenn ꝙo GY, ꝙiY , . . Pn ganze

und ganzzahlige Funktionen von Xx bedeuten .

2 - ο .
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