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8.

Die Dreiecke sind unter allen Figuren , welche in der Geometrie

untersucht werden , die wichtigsten , weil sie die Kenntnis aller

übrigen vermitteln . Aus diesem Grunde fanden sie auch vom

frühesten Altertume an eine béesondere Berücksichtigung .

Man lernte ihre Kongruenz , Ahnlichkeit und Gleichheit kennen ,

auch wusste man mit Hilfe gewisser Stücke eines Dreieckes , welche

gegeben waren , die übrigen nicht gegebenen durch Konstruktion

zu finden . Weil aber diese Bestimmungsart , obwohl in manchen

Fällen sehr einfach und elegant , doch mit vielen Schwierigkeiten
verbunden ist , welche das Resultat ungenau machen , so suchte man

die noch fehlenden Stücke aus den gegebenen durch Rechnung zu

finden ; wie dieses geschieht , lehrt die Trigonometrie und zwar die

ebene Trigonometrie , wenn das Dreieck in einer Ebene , und die

spbärische Trigonométrie , wenn dasselbe in einer Kugelfläche liegt .

Da die Seiten und Winkel eines Dreieckes ungleichartige Grössen

sind , daher nicht unmittelbar durch einander bestimmt werden

können , so muss vor allem ein Mittel aufgesucht werden , wele

eine Beziehung zwischen Seiten und Winkeln giebt ; dieses Mittel

findet sich in der Ahnlichkeit der Dreièecke .

Zilden zwei gerade Linien einen Winkel 4 ( Fig . 1) und werden

von vérschiedenen Punkten der einen parallele und der Einfachheit

wegen senkrechte Linie auf die andere gezogen , so entstehen ebenso

viele unter sich ähnliche Dreiecke

In Pigur 1 ist à bi ei abe e a bz 3 daher ist auch⸗
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Dieses findet statt , so lange der Winkel unverändert bleibt ,
würde er sich ändern und dem Winkel „ gleich werden , so würden
ähnliche Gleichungen entstehen , wie die für 4 erhaltenen , allein
die Verhältnisse für den Winkel & wären den „ zugehörigen nicht

gleich ; s0 ist 2. B. :

di biei
Ae

Wie also die Winkel sich ändern , müssen sich auch die Ver⸗
hältnisse ändern , oder sobald sich die Verhältnisse ändern , ver -
ändern sich auch die zugehörigen Winkel . Verhältnisse und Winkel
bilden also zwei veränderliche Grössen , welche in ihren Verände -

rungen von einander abhängig sind , die einen sind daher Funktionen “ )
der andern und in Beziehung auf die Dreiecke trigonometrische
Funktionen . Nun sind aber die Winkel selbst wieder Funktionen
von den zugehörigen Kreisbogen , deshalb sind auch diese abhängig
von den entsprechenden Verhältnissen ; sie führen zum Unterschiede
von den erstern den Namen Kreisfunktionen .

88 .

Um leichter eine Einsicht in die Veränderungen der Funktionen
zu erhalten und zu gleicher Zeit ein gemeinschaftliches Mass für
dieselben zu gewinnen , werden die Winkel als Centriwinkel desselben
Kreises betrachtet . Wird nun Winkel G ( Fig . 2) Centriwinkel , 80
sind durch die Peripherie zwei Punkte in seinen Seiten bestimmt ,
wenn vom Punkte m auf den Radius gh eine Senkrechte gefällt

) Das Wort kommt aus der lateinischen Sprache und bedeutet : Ver -
richtung , Verrichtung einer Arbeit gegen Lohn . Dieser ist veränderlich und
abhängig von der Arbeit . Der Lohn ist also eine Funktion der Arbeit und
umgekehrt . Ahnlich sind die Seitenverhältnisse Funktionen der Winkel .
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und von dem Punkte h aus eine solche errichtet wird bis zu dem

verlängerten Radius gm , s0 entstehen zwei ähnliche Dreiecke .

Ebenso lassen sich für 6, dem Winkel welcher d zu 909 ergänzt ,

Dreiecke bilden . Diese Dreiecke sind unter sich ähnlich , daher

finden auch die folgenden Gleichungen statt ( Fig . 1 und 2) :

W
e eee
4 01 „ m g

ee
2 b1 a bꝰ à bf hg

3)
2bi a bꝰ a bz hg

„
2C1 2 C2 2 C3 n

e e
ee eee e

e ee e
e „ nb63 g nh

Die Quotienten der drei ersteren Gleichungen sind zunächt die

Funktionen des Winkels à und jene der drei letzteren die Funk -

tionen des Ergänzungswinkels 6 oder Complementfunktionen ,
Cofunktionen für d.

4.28

Die verschiedenen Funktionen und Cofunktionen haben beson -

dere Namen und Zeichen erhalten , nämlich :

I. Der Quotient aus der gegenüberliegenden Kathete und der

Hypotenuse ist Sinus des Winkels

—5 sin 4 . )
1

Im Kreise ist der Sinus eines Winkels die Senkrechte , welche

vom Endpunkte eines Radius auf den andern gefällt ist , gemessen
durch den Radius

1 5
sin d, wenn der Radius r ist .

) Sinus soll eine Abkürzung sein aus semissis in scripta ; soviel als halbe

eingeschriebene Sehne .



II . Der Quotient aus der gegenüberliegenden Kathete und der

anliegenden ist Tangente des Winkels

Im Kreise ist die Tangente eines Winkels die Senkrechte , welche
vom Endpunkte eines Radius bis zu dem verlängerten anderen
errichtet ist , gemessen durch den Radius

nh nh

III . Der Quotient aus der Hypotenuse und der anliegenden
Kathete ist die Secante eines Winkels

Im Kreise ist Secante eines Winkels der bis zur Tangente ver -

längerte Radius , gemessen durch den Radius

n gn
86

gh 1

IV . Der Quotient aus der anliegenden Kathete und der Hypo -
tenuse ist Cosinus des Winkels

2bi 5— cCos C. æ“)
261

Im Kreise werden die Cofunktionen als Funktionen des Ergän -
zungswinkels konstruirt

m d 1
— l
m g 1

V. Der Quotient aus der anliegenden Katheté und der gegen -
überliegenden ist die Cotangente des Winkels

ab
1. cCotg d.
bi C1

Im Kreise ist

2f 2f gh
otg

eg ＋ hu

) Ahnlich wie sich die Bezeichnung „ Cofunktionen “ gebildet hat aus :
Complementi functiones , entstanden auch cos , cotg , cosee aus Complementi
sinus etc .
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VI . Der Quotient aus der Hypotenuse und der gegenüber -
liegenden Kathete ist die Cosecante des Winkels

2 K1
be

cCose04 .
91 65

Im Kreise ist

f gf gn
Cose ,

eg 1 gh

Zu diesen Funktionen kommen noch zwei etwas seltener ge -
brauchte , nämlich :

VII . Die Differenz zwischen dem Radius und Cosinus als : Sinus versus .
VIII . Die Differenz zwischen dem Radius und Sinus als : Cosinus versus .

83 .

Diese Funktionen lassen sich gegenseitig bestimmen mittelst des

Pythagoräischen Lehrsatzes und der Ahnlichkeit der Dreiecke .

Durch die Anwendung des erstèren entsteht aus Fig . 2

is

Nach I. ist aber m1 r . sin d, daher m 12 r2sin ? G;
ebenso nach IV . gIr . cos 4, also g 12 co ; es ist daher

ns

12 sin2 Æ 12 coS2 α = ◻ ᷑2, oder

IX. sin ? ＋＋cCos2 αe =1.

2) huꝛ ＋ - hgng2 .

Aus II . ist aber hnꝛrztgad und aus III . gneS = r2 ,Sec d,
hgSr , daher

12 tgeαο r = r2 . sece 4, also auch

8 tgꝛ ισ =sec2 g.

3) efꝛe Pegꝛe⸗ =gfꝛ .

Aus V. ist ef2 r2 cotg ? ασund nach VI . gfe =r2 cosece ,

g = T„, als0

12 cotg ? οr r2 CoS6ο ν αund

XI. cotg2 σατ cCcoSeO2 C.
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Von den Proportionen , welche sich aus der Ahnlichkeit der

Dreiecke ableiten lassen , gehören die folgenden :

1) Aus Imgoo hnung folgt :

Im : Ighu : hg, nun ist aber nach I. , IV . und II .

üiie Ig es

PSiner es ise oder

0 sin
XII .

CoS

Aus denselben Dreiecken folgt ferner :

Ig : mghgng , und die Werte für diese Grössen aus IV .
und III . gesetzt : r . coS GC: T r : r. sec und

XIII . CoS : I I : sec , oder co8 ? 2 =
S8eCG

2) da Imgoogef , folgt :
Im : mg⸗egfg , für Im undefg aus I. und IV . die Werte

eingeführt : r . sin G: T r : T. coSeαα οOder

5 5 1
XIV. Sin c : 1I : cosecc und sin¶ W„W—

CoSEO 0

3) Aus hgnœogef ergiebt sich :

hn : ghSeg : ef und unter Berücksichtigung von II . und V.

ieet Coter und

XV. tg 4 : 1 = licotg d, woraus tg ⸗ —

4) Aus Im gSοgEef folgt noch :

Im : lggeg : ef und nach I. , IV . und V. 3
r . sin &: 1. Co8S =·˖˙εr] T. cotg 4 oder

5 . coSXVI. Sin &: coõSαοο,σ l : cotg und cotg οrrνe .
sin

Zur gegenseitigen Bestimmung der Funktionen erhält man aus 01
IX. , X. und XI . unmittelbar :

a ) sin 6σ 1 —cosd , coõ4Æ◻εννσ ] ̃ sinsg , tgαÆν VSeo2d I .
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1 1 1 1
b) sin 608 C ——, tg cCobotge = =coSEα N Sec cotg 4 tg

1 1
SSU % e eCosee .

C0oõ sin

Werden ip diesen Gleichungen für die Divisoren ihre Werte

aus à gesetzt , so ist :

1 1
66068e = t— —

VIYcotg24 J- 1＋• tg2⸗
38

Voos
3 31

1 1
88609Q 0οSeg 4 =cotg ιe = —

IsinidVSeοα 1Cοα

Aus XIII , XIV , XV :

Hier werden die Werte für die Funktionen unter dem Wurzel -

zeichen aus b gesetzt , erhält man unter Berücksichtigung von

XII und XVI :

tg cotg 6 Sin
d) sin a 8 CO⁰ο . . tg . . . — —

VIt82 IIIJYcotgꝰd I —sin ?d8 8

8665. C08 C cOSEC Sec
= SEC X ſ(CoOsSeéçC== — —8 7 7

— cosꝰ d Veosèec? α 1 VOSEC2 —

und nun die Werte für Zähler und Nenner aus a eingeführt :

VsSec ? d — 1 VeoSeοαν⏑ ?- ‚ — co826
zjßjjjjj

SeC CoSEC G 008 K

VYcotgꝰ à 1＋ ts ? 4
cotg — sSeeccc ⸗ ose 3

Sin cotg ⸗ tg 0⸗

8 6

Sobald sich der Winkel ändert , müssen sich auch die zuge -

hörigen Funktionen ändern ; doch ist ihre Veränderung der des

Winkels nicht proportional . Wird eine Seite des Winkels fest und

die andere um den Durchschnittspunkt beweglich gedacht , so lassen

sich die Gesetze dieser Veränderungen leicht allgemein ausdrücken ,

wenn der Radius des Kreises , welchen die bewegliche Seite beschreibt ,
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als Einheit genommen wird . Alsdann ist 2 . 1 . 2 360 , 1802 ,

h ete
2 4

1) Anderung des Sinus . Wird ⸗= 0 , so werden auch , in

5 0 9
Fig . 1 und 2, bi ei und mI = ; es ist also sin 0 „

so oft die bewegliche Seite bei ihren Drehungen nach derselben

Richtung mit der andern zusammentrifft , ist auch der Sinus O,

also für die Winkel 05, 27 , 4 , 6 . . . . 2n7 , wenn n irgend eine

ganze Jahl bedeutet . Daher

XVII . sin 2150

Wächst von 0 an , so nimmt auch der Sinus zu , für à==90
A .

ieine eene

4Diesen Wert erhält der Sinus jedesmal , so oft die bewegliche
Seite bei gleichgerichteter Drehung , welche auch für die folgenden

Anderungen vorausgesetzt sein soll , wieder dahin gelangt , also für

die Winkel

1 ＋2＋5 ＋ 47 , 2n77 . Es ist daher

5 1
XVIII . sin (21E＋299 ]I

Nimmt d zu von 90 pbis 1802 , 80 kommt die Sinuslinie auf die

nach entgegengesetzter Richtung verlängerte unbewegliche Seite

normal zu stehen und nimmt ab bis C0, also ist allgemein für einen

Winkel 1 34 5 . . ( 2n＋ 1 ) 4

XIX. sin ( 2n ＋I ) 2 = = ＋0 .

Von 1809 an muss die Sinuslinie in entgegengesetzter Richtung
auf die unbewegliche Seite gezogen werden , ist also negativ , und

8 . 3 37
erreicht ihr Minimum bei 270˙ , allgemein bei 95 5 ＋ 2 4.

2 ＋4 ,

3
2 . 2) , 80 dass

—a ci *

en(Cà542). — l ist .
à C1 7

7
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Bei einer von 2705 an fortgesetzter Drehung bis zu 360 “ nimmt

der Sinus wieder zu und wird , nach XVII . , bei 360 gleich 0.

Wenn c von 0 an abnimmt , so wird :

XXI . sin ( — g) e= ssin .

2) Anderung des Cosinus . Für 4⸗= 0 wird à bi aei und

glr , daher coS5ö0 = 1 85 I , dasselbe findet auch statt für

die Winkel 2 2, 4 , 6 5 A2n ,

XXII . cos ( 2 nα ＋ 1.

Wird à grösser und wächst bis 90 , so wird der Cosinus kleiner

und bei 28 2 ＋2 ＋ ; ＋ 4 , (2 ＋3) ＋ glèeich 0, also

XXIII. C0S ( 2＋2 ) 0
Von 90ꝰ an erhält die Cosinuslinie eine der ursprünglichen

entgegengesetzte Richtung , vird also negativ und erreicht ihre

unterste Grenze bei 2, 22 ＋T , 41 ( 2n ＋ 1) a, deshalb

ist , da à bi — aei und I1g = = r , cos ＋I ,
2 C 1

und

XXIV. cos ( 2 n ＋I ) ν==＋l .

Wächst c bis zu 270 , so nehmen aà bi und —Ig wieder zu

und werden für diese Grenze = 0 , was auch stattfindéet bei

3 3 371 3

2⁵
2 * ＋ 47

22
* * (2442) 1＋5, also ist

5 353
00⁸ ( uE2 ) 0

Von hier an nimmt der Cosinus immer zu und erreicht bei

360 , nach XXII . , wieder die positive Grenze 1.

Wenn die bewegliche Seite sich nach der entgegengesetzten

Richtung drehen würde , die ursprüngliche als positiv angenommen ,
müsste

XXVI . coS ( αο ν AꝘ cο Werden .
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3) Anderung der Tangente . Wenn 4 = = 05, sind auch bi ci
und hu gleich 0 und allgemein :

XXVII . te0

Wird = 905 , so werden , weil der verlängerte Radius mit der

Richtung der Tangente parallel ist , bi ei und hn = oο , daher auch

18 990
5

und allgemein :

XVIII . tg 2 n4 2 400

Vergrössert sich bis zu 1802 , so nimmt die Tangente ab bis

0 und wird zu gleicher Zeit , da der Devisor des Quotienten abi

oder gl negativ wird , auch negativ , also :

XXIX. t8 (2n 90
Von 1802 bis 270 ” nimmt die Tangente wieder zu bis S , die

Tangentenlinie und ihr Mass haben aber entgegengesetzte Richtung
88 0mit ihrer ursprünglichen , also tg 2705
5

= ＋ οσ uund

allgemein :

XX . te ( 2 20 3 .

Von 2705 bis 3602 nimmt die Tangente ab bis 0, die Tangenten -
linie behält ihre negative Richtung , dagegen wird ihr Mass positiv ,
also ist auch die Tangente negativ .

Würde d negativ , so müsste auch die Tangente dasselbe

Zeichen erhalten und

XXXI . tg ( = =tgd verden .

4) Anderung der Cotangente . Wenn 6⸗ = 0 , 22 , 44
2uα Wẘwird, so ist die Cotangente S .

XXXII . cotg ( 2 nπ ε ο

Für 4 90, 55 23* 8 4＋ 8 1205 ist sie

0.

XXIII . 2 1 20 —0
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Wenn àq von 90 bis 180 zunimmt , so wird die Cotangenten -
linie negativ und bei 180 , 21 ＋, 4 . . ( 2 n＋ 1) à wird

sie — V.

XXXIV . cotg ( 2n＋ρn ) ονe = .

Von 180 an bis 2702 nimmt die negative Cotangentenlinie zu

bis 0, ihr Mass wird ebenfalls negativ , daher :

XXXV. cotg 2 n⸗ 3 10 .

Von 270 “ bis 3602 wird die Cotangentenlinie wieder positiv ,
ihr Mass bleibt negativ , daher ist die Cotg . selbst negativ und , nach

III . kür 3602 0

Wenn 4 negativ wird , s0 ist :

XXXVI. cotg ( — ) ε e= cotg d.

5) Anderung der Secante . Wenn à die Werte 0, 2 * , A
2 n annimmt , so ist a e, = a b. und gnuhg , daher die Secante 1.

XXXNVII. Sec 2nR Æ◻◻ 1.

Wird c : 5 2 * ＋ 5 4π ＋ 35 E n ＋ 5 *, s0omuss , da die Secan -

tenlinie mit der Tangentenlinie parallel wird , die Secante ο mwerden ; also

XXVVII . 8c0 ( n ＋— 3

Nimmt à zu von 90ů bis 180˙ , so nimmt die Secante ab und ihr Mass ,
also auch sie selbst , wird negativ . Für æ, 2 * , Aατ , ( 2n ＋ Dy
wird

XXXIX . sec ( 2n ＋ 1j)0 α = 1 .

Wächst & von 180 bis 2705 , 8o bleibt das Zeichen der Funktion aus dem

oben genannten Grunde unverändert , sie selbst aber nimmt ab bis — O, was
2

bei 2 2 * ＋ 2 n 4 2 stattfindet ; also

XXXXVXI. —5 (2 3 20 . — 8

Von 270 wird das Mass der Secantenlinie wieder positiv , daher wird es
die Secante selbst ; sie erreicht bei 360“, nach XXXVII , die Grenze ＋ 1.

Wird à negativ , s0 ist :

XXXXII . sec ( αο οεν π’σ sec d.
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6) Anderung der Cosecante . Hat à die Werte 0, 2 à, 4 ,
15 çR

2 nπρ, s0 ist die Cosecante =
0 0 also

XXXXIII . cosec (2 Hοπά¼%e = .

„ 2 8 —. ( 0 * 82 1 * 2 „ 80

nimmt die Cosecante bei dem Ubergange zu dieser Grenze ab bis ＋ 1.

Nimmt & die Werte an :

XXXXIV. cosee(An 70
Wenn à von zu den Werten „ rr , I, , ( n2

übergeht , so ändert sich die Cosecante von 1 bis ＋ o, daher

XXXXV . coSseç (2 n ＋ I) π ενσοο.

35 3 —Geht à von æ* zu den Werten 5333 (an — 2) * über ,

so wird das Mass der Cosecantenlinie und die Cosecante selbst negativ . Sie
ändert sich von — o bis — 1, also :

5
XXXXVI . coseo(2n 2 ) —½1

Von — 1 an nimmt die Cosecante ab bis — G, nach XXXXIII , wenn &
von 2705 zu 3602 übergeht . Daher auch , wenn à negativ wird :

XXXXVII . coSeC ( α)ο ε α cCoced c.

27
Der Sinus und Cosinus für die Summe zweier Winkel lassen

sich leicht aus der Fig . 3 bestimmen . Es ist nämlich :

sin ( d ) ( I ) , hddgthgefg - hg , also

sin ( c ＋ 6) 21 ah
8

Da aber efo œ est , so folgt :

f : f0St : zte oder

1E 8086gine zr und

T12. sin G. Cos 6594˙ ů — er sin e . cos 5.2
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Ebenso folgt , da fg hoοste

hg hf = CSb

Shb sid6

— r cos & sin 6 ; also ist
1

U 1

Sin &. cosg coSGArsing.

In derselben Figur ist cos (d4
5

Nun ist aber cefœost , als0

ec : fees : et oder

e eοσf οõfο C0sSd ufr und

12 . CoS ο COS20 r cos &. Cos f .

Weil auch hfgoœoste , 80

EibsSt s

fgr sin 6 r sin & r , also

er . in G. sin 6 und

II . eos ( T . ) . 08 ScoSd . coS5 sin d. sin g.

Aus den Gleichungen IIL . und IL . lassen sich auch die übrigen
Funktionen für die Summe zweier Winkel ableiten .

Nach XII . ist tg „ „ wird statt 4, K gesetzt :0⁰86

9
tg ( 5)

8001
dafür die Wertè aus IIL . u. IL . eingefügt

sin ο coο C08 &. sin 8
tg ( % 6) —. — wird Zähler und Nenner8 coS &. cos 5 —sin &. sin 5

dieses Quotienten durch cos &. cos 5 geteilt , so erhält man unter

Berücksichtigung der Gleichung XIL :

2
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L. tg (σο ο’ σε‚ q e ,S

Für die Cotangenteé erhält man auf dieselbe Weise aus Glei⸗

chung XVI . :

coS ( ◻ε ) cos αν αοοsög sin &. sin 5
cotg ( 4εο ⸗= 5 I, Züähler und

sin ( ½) sin &. cos 6 ＋ CoS . sin 6
8

Nenner durch sin &. sin geteilt und Gleichung XVI . in Anwendung

gebracht :

„ es es
LI . cotg ( ＋E5 )

Nach XIII . erhält man 860 % =808 also auch sec ( ο,g =

1

608 ſ 007
und sec (g4 g ) =

geteilt in Zähler und Nenner :

. mitcos G. cos
008 U. 008s9sin 4 . sing

8

Se0 G. Sec 58 5 85LII . Sec ( 4 )
385

Aus XIV . folgt : 0o800 41 4
daher auch cosec ( 4˙56

5
d cosec FWA mit

sin ( d 6 )
und cosec ( 6 I - 6 ) . ein gl. 008 6＋ cosS . sin 5

sin &. sin 6 dividirt :

COSeCH G. coSec 55
LIII . coSec (4Æ＋ 5 ρ

cotg cotg g

3

Aus den Gleichungen des §. 7 folgen , wenn in denselben G⸗ =5
gesetzt wird , die Funktionen für doppelte Winkel . Es ist nämlich :

LIV. sin 262 28in &. co8S C.

LV. CoS 2 0◻ε Cοs2 “ —sin ? &.

2 tg
LVI . 5

1 —tgꝰ

2
LVII . 60t8 2 * 3 — 35

2cotg
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SeC ?
LVIII . S6 ο⸗

—

8 cOSeC2
LIX. cOoSECαQ2α = ——.

2 cotg2

§. 9.

Durch die Gleichungen des S .7 lassen sich auch die Funktionen
für Winkel , die grösser sind als 90 , reduzieren , s0 2. B. die Funk -
tionen für Winkel , die zwischen 90 uund 180 » lisgen ; au dieser
Reduktion nimmt man 5 = 90 und als die zugehörige Ergänzung ,
So entstehen :

1) sin ( ＋ 90 ) sin &. cos 90Q οσs , sin 905. ł

sin ( ＋ 90⁰ cοõα ( XVIII . und XXIII . )

2) cos ( α ＋ 90 % σdos d . cos 90 —sin &. sin 905 .

coS ( eαν 905)% = feE=sin &.

8 ( %J 60% 60800 kcoe ee eiss, ,2
COSG. eos 90 — sin &. Ssin 90 — sin ασ

C0OS&. Cos 90 sin g. sin 900 Ssin dte — — 7.eeis 0
Sin 4. cos 90 ο . sin 90 C0S

5) seécç( 4＋ 790ſ = e „FFFFRRERREEAEE8
cCos d. Coõ590 .sin &. sin 905 * sino

5

8 1 1
6) cos ( ＋ά 99ꝰ —- οο= 15 SeC &.sin d. cos 90⁵ ＋ coSA . sin90⁵ Cοε,νι

Auf ähnliche Weise werden die Funktionen abgeleitet für
Winkel , die zwischen anderen Grenzen liegen .

§. 10 .

Die Gleichungen des S. 7 dienen ferner zur Ableitung der Funktionen
für die Summe aus drei verschiedenen Winkeln . Werden zu diesem Jwecke
für 6 die beiden Winkel 6 α gesetzt , so entsteht :

LX. sin ( a υννσοσsin &. CoS( 6ννοαν οοẽð sin ( 6 ＋ρ½νund nach IIL . undIL .
sin a. ( oo8 6 . cos ) sin 6 . sin 5) 4.

coS &α. ( sin 6 . co8 ) ＋cοse 6 . sin 5) oder

2



sin &. cos 6. C08 sin & sin 6 . sin

sin 6 . cos &. 008
sin y. coS α. Cοs 6.

LXI . cos ( 4 ρννο cos c . oos ( 6 ＋ —( sin &. sin ( 6 ＋ ) .

= ſcoos &. ( Cos 6 . Co8 ) —sin 6 . sin 7) —

sin à ( sin 8. Co5ν ＋ cos G. sin 5)

cos &. cos G. ( o8 ) coS &α. sin 6 . sin y
—cos 6 . sin &. sin 7

—cos 7. siu &. sin 6.

IXII . 48 ( E＋EE18 1 —9 166T5
tg Ktg6 tgy tga tg 6 tg )

Itgaltg =tg atgy tg G. tgy
cotg . cotg ( 6 ＋νe = 1

XIII . cotg.LXIII . cotg . ( E )
eotg 85

cotg &. cotg hG. cotg / cotga cotg 6 cotg y

ootg & cotg F cotg &. cotg y ＋ cotg g . cotg y1⸗

sec &. Sec 6. sec )
LXIV . sec ( æ E6 7

18 051g6 235 tg 2 tg 3 1g F . tg

coSeC α. CoSeCcH. CoSeC
LXV. cosec (αιονεα νο ν e=cotg &. cotg ＋cotg &. cotg y ＋Tcotg g . cotg ) 1

Auf diese Art lassen sich auch die Funktionen gewinnen für die Summe

aus vier und mehr Winkeln . In den Eutwickelungen selbst lassen sich Grup -

pen von Kombinationen erkennen .

.

Wird in den Gleichungen des §. 10 « 2 ευν gesetzt , so entstehen die

Funktionen für dreifache Winkel , nämlich :

1) sin 3 3. sin &. Co8? α==sinsòa.
2) cos 3 cCoS α = g3cos . sin “ &.

3) tg3 « ( 3tga - tgsd ) ( 1 3tgꝰc) .
4) cotg 3 « = ( cotgs = 3 cotg c) : (à cotgꝰ α 1 ) .

5) sec 3 seds &: (1 — 3 tg . α) .
6) coSeαg αοσ οοeα α: ( 3 cotgꝰ & J).

6. 12 .

Wenn in den Gleichungen des S. 7 —5 gesetzt wird statt Æ5 ,

so erhält man die Funktionen für die Differenz zweier Winkel :
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sin (64—5 ) sin d. cos ( 5) ＋ cosS &. , sin E5 ) und nach XXI

und XXVI .

LXVI . sin ( — 5) sin d . cos 6 — coSd . sin 6
C0S ( — 5) Cosd . cos ( ½) = sin 4 . sin ( =9 ) , ( XXI. u. XXV

LXVII . cos ( = 5 cos C. Co8 5 ＋ sin &. Sin 6

69 . 63 G5
( XXXI. )tg ( . —

7 3
LXVIII . tg ( •ᷓ· ◻ρ

1 0 57
„ eots eCote XV

cotg (αe=- ε
cotg & ＋ cotg ( 5

1＋ cotg d. cotg
eis ( 50 Snt 1 25 18

888 ( U50 L68 . 6U508
XXXII . u. XXXI )

Sec . Sec 6
1＋Itg 4 . tg

SDeoseee cosαοοννcoSeC (ιe= ) Æ
bots

( XXXVIL u. XXXVII . )

cotg 6◻ cotg

LXX .

LXXI . cosec ( 4 = )

3

Wenn es nötig ist , die Summen oder Differenzen aus Funktionen

in Produkte zu verwandeln , so lässt sich dieses durch die Glei -

chungen des §. 7 und §. 12 ausführen , daraus hat man nämlich

durch Addition

von IL . u. LXVI . 1) sin ( 6½ο α sin ( α =ο =2sing . Co85 ,

von IL . u. LXVII . 2) cos ( Æ) Æcoö ( A- = 9 ) 2coSG . o8B .
Durch Subtraktion

von IIL . u. LXVI . 3) sin ( 6 ) ο＋sin ( 4 - =5 ) 2coSd . sing und

von IL. u. LXVII . 4) — cos ( 4 οο ÆcoSöf0αο α)ο σ 27sind . sin g.

Ist cοεε σ x und u Æv, 8o ist 0r
2

4 diese

in die vorhergehenden Gleichungen eingeführt



5) sinxsiny⸗ = 2sin⸗

2 56) cos xÆοoοSν=ε 2 õοRv C08
2

8
7) sin xXsin Ncοöe sin —2

8.4 *
8) cCoοSkx＋Tcοsy = 2sin 5 9 2

Durch Division

sinx ＋ siny X＋EV
90—3 2 .von 5 und 6 entsteht : 8

coSXxÆπ οοS8 2

von 5 und 8 entsteht : 10 )
siche Lebts N.

— CoSX Æοοεονν 2

von 7 und 6 entsteht : 11 )
n

Sts
CosxÆά Cοs 2

von 7 und 8 entsteht : 12 )
zin cotg
Co08Sy Cοsx&

Für die Summe oder Differenz zweier Tangenten erhält man :

13) tgtg5
sin g sin 3 Sin C. CoS5Æcos 4. Sing sin ( 44f6)3 —9 — 8C . —.8
C0οsνου0Hos C082 . C08 cos 4. CoSg

Ebenso für die Cotangenten , die Secanten und Cosecanten :

coSινοον sin 6. co0ιανσσοssf . sin a Sin ( 61C

1 1 coSsHÆ οοαι
2cost . b. o 42 K.

15 —
Coα ⁵ν CoSG . o85

( Gach Gl . 6) ,

2 sin⸗ 5 5 Sir 88
1 1 C0856= ο

16) Secο - sSC56 — - — ffif —
co8 coSH cos d. CoS5

( Mach Gl . 8) ,

28 008l

17 ) cosecC T. ooSech — 3 8 865
Ssin C sin C08 . Co85 sina . sing

( Gl. 5) .
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4 . 43
260if

5 5 1 sin 6 —sin 2 2
eeeee . .

sine sin 6 sin4. sin 6 Sin &. sin h
( Gl . 7).

8. 14.

Mittels der Gleichungen des S. 8 und S. 5 können die Funk -

tionen für halbe Winkel gefunden werden , nach ersterem ist :

C08S2 ◻τ fes2 sin2 σ und nach IX .

Co82 ＋ sin ? = 1 , alse

C0S2 —sinz und

C08 2 % ◻ —sin ? — sin ? = — 2sin ? c oder

2sin 202 l —Cos 2 0

cos 20
Sin 3 —5 und wenn 5 geésetzt wird statt q :

RIl in — I —2 . auf ähnliche Weise entsteht

ILJcosa
aellss 8 und für die übrigen Funktionen :

IXXIV .
CS LC65L6087

ä 55
—

1＋ Coοsſ ＋ cCοsS41 ＋＋cos 4

cos2 sin

1＋T coS1＋ C0ο⁸S

IIIYcos a VIA cos 4/öI —
cs⁶

LXXV. cotg — — —
2 JI00 II 608V —600

VXI — cos2 —
Fn

1 ＋2 . 77 cosd )
i o C 8 5 und

2 /IVYcosa IL＋Æcos d S1n 0

32
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* 2

os Sin
72 ( TeoS0 )EXXVII. ooS00

§. 15. 4

Wird die imaginäre Grösse / —I mit i bezeichnet und mit dem Sinus
verschiedener Winkel desselben Kreises multiplizirt , so lässt sich durch die

imaginären Ausdrücke : v cos & ＋ i rsin a, 1 co8 6 ir sin 6, 7 cos ) ＋ir sin 5,
unter Berücksichtigung des §S. 7 und §. 10 der Satz gewinnen :

( f[cos & ＋̃i sin a) nu H ( cos nαανσ i sin nq ) .

Es ist nämlich :

r ( ooS i sin c) . r ( eo⁸ 6 ＋ i sin 6) r ? (coοö . Co8s6 ＋iſsin &. co8 6 ＋

oO5S&. sin 61 sin &. sin 6)

oder nach IIL . u. IL .

r ( ooõ αοατ ĩi sin q) . r ( cos j＋ i sin 6) τ ( eos [ a ＋ 61 ¶ i sin ſα g ) .

Ferner : r ( cos Ꝙ i sin c) . r ( eo⁸ Æ i sin 0) . r ( cos y ＋ i sin )
r[cos &. cos G. oos y CοsS5. sin &. sin 6 i siny . cos &. Co5E sin &. sin 6 sin 5) ]

cos G. sin &. siny ＋sin G. cos &. Co8
—cos &. sin G. sin y 15 sin &. Cos G. Co8

und nach LX. u. LXI . :

r . ( Cos& ＋ i sin a) . r ( oS6i sin H) . r ( eos Æi sin ) ) rs . ( cos . EαααeQο=

i sin [ αο＋ G＋ v) .
Auf diese Art weiter geschlossen , ist allgemein für n verschiedene Winkel :

r . coS ＋ i sin q) . T. ( coS66 ＋ i sin 6) . T. ( eos y ＋ i sin ) —= ͤ

rn ( Co8 Iαοατ ε ν . J7J i . sin α . ) )

Für den Fall , dass à gEQÆεν = . folgt

r ( ooS αν ’ isin ) . 1 (coSůͥ ＋ i sin ꝙ) . T. ( cos ο / i sin )00)

rn ( coS Iαοοναν ιαεεε . J ＋ i . sin ſa Æραε ν . . . ) oder

LXXVIII . rn . ( cos & ＋ i sin c) n ru ( cos In a ＋ i sin In ah . ( Moivres Lehrsatz . )

§. 16.

Kennt man cos à und sin a, so lässt sich durch den Satz LXXVIII . auch
coSnα und sin n. à finden . Nach dem binomischen Lehrsatze “ ) ist :

*) Entwicklungsmethoden des Binomialtheorems von F. X. Lehmann .
Constanz bei Meck 1852.
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(So5s Æ＋isin a) n dcoοn α ＋ 53 Co81 —1 &. sin & H12 . 75 2 Veosr.2 *sin ?α

8 —. —25(ͤ85 38 38 coSn —3 &. sins ＋ i “. 1 5 cCoSn =A&. sin ( .

cCos nα isin n .

Nun ist aber i : 1 , ii , ii· Il ,

Werden diese Gleichungen berücksichtigt und die Glieder der Reihe ,
welche mit der Imaginären behaftet bleiben , zusammengestellt , so ist :

n ( n =I )coS nα ＋ i sin nαιτσ ’ CoSn coS1 2 α. sin ?

COSn=4&α. sin ! 4 . . i 6 60sn =νον sin .

COoSn3 &. sins? ＋k und hieraus

LXXIX . coS nαά τν Mcοοsnα — cCOoSn—2 &. sin2 &.

— ( nνe = * coS I Nα. sin -

LXXX . sin na 1 coSn - 1 sin * 58 CcoOoSsn8 &. sin aτh =

8. 1 *

Die beiden eben gefundenen Gleichungeu dienen ferner zur Bestimmung
des Sinus und Cosinus eines Winkels ; werden sie zu diesem Zwecke durch

cosn d geteilt , so verwandeln sie sich unter Berücksichtigung des Satzes XII .

in :

coS n e
3

sin nαο n
Megene,

Wird næ & angenommen , also æ« 3 80 ist

coS X Xx ⁊=c) tg EIq ) tg
1. 2. 3. 4

Cοõ .
n

zjIJ
1. 213
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Wenn nun n unbeschränkt zunimmt , so muss
8

also auch c , unbe⸗

schränkt abnehmen , vorausgesetzt , dass x endlich ist ; für Winkel , welche der
0 sehr nahe kommen , kann aber der Cosinus als 1 und die Tangente dem
zugehörigen Bogen als gleich angenommen werden ; daher :

6
1 —

X2 X
LXXXI . 5

5

Ist x * als Verhältniszahl der Peripherie zum Radius ange -2
sehen , so ist :

LXXXIII . cos (3 = 1 —mꝛ 1,2337006 m4. 0,2536695 — ms 0,02080635 4.

ms . 0,0009193 — m1 . 0,0000252 ＋ mi12 . 9,0000004 -

LXXXIV . sin m . 1,5707963 ms . 0,6459641 ＋ ms 0,0796926 —

m7 . 0,0046818 ＋ m“ . 0001604 — m11 . 0,0000036 K. . .

8. 18.

Wenn e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet , so ist be -
kanntlich :

884 3 ——C

Wird in dieser Gleichung einmal y⸗ = ix , und dann y = ix ange⸗
nommen , wenn i⸗ 1, so ist :

f 2 5 4 33
10 e 1L P

1 13 18932. 3 12 3 . 45

CoSx＋i sin x .

88 X2 5 —— 32— — —— — — — — ——3

coS Xx i sin x .

Durch Addition dieser Gleichungen entsteht :

5 3322* 2
Jdees ,

32 85
5 eix eix

LXXXV.
2



27

Durch Subtraktion derselben Gleichungen :

„ „ „ 21 *
23 5 A2isin oder

92. N 2 34

8 Eixn .
LXXXVI . 39

Die Gleichungen LXXXV . und LXXXVI . können zur Ableitung vieler

Sätze benützt werden .

8 1

Mit Hilfe der bis jetzt gefundenen Sätze und einiger aus der

Lehre vom Kreise lassen sich die Funktionen für bestimmte Winkel

berechnen . Dazu wird der Radius des Kreises , welchen die beweg -

lich gedachte Seite des Winkels beschreibt , als Einheit genommen .

Sollen aber die , für bestimmte Winkel so gewonnenen Zahlenwerte

logarithmiert werden , so wird , damit die Logarithmen positiv bleiben ,

der Radius als 10000 . 000000 genommen . Nimmt man daher einen

trigonometrischen Logarithmus für den Radius von 10000 . 000000

in eine Rechnung für den Radius 1, so hat man die Charakteristik

10 von ihm abzuziehen und im entgegengesetzten Falle 10 au

addieren . Die Zahlenwerte der Funktionen und ihre Logarithmen
lassen sich nach und nach auf folgende Weise ableiten :

Wenn ( Fig . 2) der Winkel 4 = = 45 wird , so muss auch ml = lg

m1 5
werden ; es ist aber = sin 45 Ig ; ferner ml2＋ÆIg2 = mge oder

1

sin 2 45 ＋ sin2 459 ◻1 .

LXXXVII . 28in245ů

845 — —

Ig sin 455 ＋ 10 0,8494850 — 110

log sin 455 P,8494850 .

Weil mllg , so muss auch

IXVXVVIII . 6 %0 %
3

log cos 455 9,8494850 .
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Mit Hilfe der Sätze LXXII . und LXXIII . wird gefunden :

1) sin 2230 “ , sin 1111 “ , sin 537˙30 “ , sin 2548˙45 “ , sin 124˙22,5 “ ,
sin O42 “ 11,25 “ , Ssin 0215,625 “ , sin 051032,8125 “ , sin 055˙16,4 “ ,
Sin 09 2 38,2 , sin 0 1 19f , sin 080439,5 , sin 090½9½,7
sin 0⸗0 “ 9,8 “ , sin 00 49 “ , sin 0 O02,4 “ sin 00˙1,2 “

2) Der Cosinus für dieselben Winkel .

Die Sätze des §. 7, §. 1I , §. 12 , §S 15 geben Sinus und Cosinus

für andere Winkel .

m g
2

Wenn 6 = 30 wird , so muss Im = „ also

NAIR ein 30——4
Ig sin 30˙ f - g 0,5 ＋ 10⸗ 9,6989700 .

Nach IX . ist :

1KN 008 30⸗ 4. U 8
2

Ig cos 300 Ig 2 ＋½ 10 ⸗9,9375306 .
2

Aus beiden Sätzen lassen sich Sinus und Cosinus für eine ähn -

liche Reihe von Winkeln finden , wie für sin 455 und cos 45 “ .

Ist « A 185 , so wird Im die Hälfte der Zehneckseite 2, für

diese findet aber die Proportion statt :

1: 2 2ir — 2 oOder

1327 2

22 ◻1

2 7
1

— 2

„
2. — 5 daher

„ 5
LXXXXI. sin 18 • und

„ 10275LXXNXXII. coS 182
4
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Sind die Bogen sehr klein , betragen sie nur Teile einer Sekunde

oder einzelne Sekunden , s0 kann der Sinus gleich dem Bogen ange -
nommen werden ; man erhält dann :

V 8 3 2 4*
Baeieeie ! =

360 . 60 60
0,0000048481368 . . .

Durch Benützung der Sätze des §. 5 können mittels der Werte

des Sinus die der übrigen Funktionen gewonnen werden .

Die Logarithmen der Funktionen sind für Winkel 0˙ bis 902

in den trigonometrischen Tafeln zusammengestellt . Wie die Funk -

tionen für andere Winkel gefunden werden , ist in §. 9 angegeben .

§ . 20 .

Auflösung des rechtwinkligen Dreieckes .

Die Teile eines rechtwinkligen Dreieckes lassen sich durch fol -

gende Sätze bestimmen :

LXXXXIV . Die Kathete ist gleich dem Produkte aus dem

Sinus des gegenüberliegenden Winkels und der Hypotenuse .

Nach IJ. ist nämlich :

1565 csin d, also

hi ei à ei sin d, ebenso

i⸗ ;

oder , nach demselben Satze I. ,

dsin o

bi ( Sin ine

gur sin 9

B für ſei 15b = »‚‚fο‚

biei15 szin 2 0

bi e1 N ( Ig 15 ＋ Ig sin 3652 “ 10 “ — 10)

N( 1,1760913 ＋ 9,7781467 —10 )
N9,9542380 ) 8,9999 „
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LXXXXV . Die Kathete ist gleich dem Produkte aus dem

Cosinus des anliegenden Winkels und der Hypotenuse .
Denn nach Satz IV . ist

91
Ꝙν Cos 4.

461

a bi Sa COs und

g1
cos à.

8 =

Oder: 1 bIi 2 C0 d und

Im r 6608 0

Z. B. a bi 15 m, = σ F8052 “ 10 “

a bi N ( Ig 15 ＋Ig cos 365210 “ — 10 )

N( l,1760913 4 . 9,9030926 10 )

N ( l,0791839 ) 12,0001 . . . m.

LXXXXVI . Die Kathete ist gleich dem Produkte aus der Tan -

gente des gegenüberliegenden Winkels und der andern Kathete .

Aus IIList⸗

b1 ˖

nh Srtg d, oder

451 80

ESH
Z. B. a bi 12,0001 . m , 4 = 3652˙10 “

bi e1 N (1g 12,0001 . . . 41g tg 365210 “ — 10)
XòN( I,0791839 ＋ 9,8750541 — 10)

ò“ ( 0,9542380 ) 8,9999 .

LXXXXVII . Die Kathete ist gleich dem Produkte aus der
Cotangente des anliegenden Winkels und der andern Kathete .

Nach V. ist :

a bI bi e1 Cotg σ und

hg = hn . cotg d, oder

bi ei a bi Cotg d und

hnhg . cotg 0.
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Ebenso folgt
LXXXXVIII . Die Hypotenuse ist gleich dem Quotienten aus

einer Kathete und dem Sinus des ihr gegenüberliegenden Winkels .

LXXXXIX . Die Hypotenuse ist gleich dem Quotienten aus
einer Kathete und dem Cosius des der Kathete anliegenden Winkels .

Zur Bestimmung der Winkel aus zwei gegebenen Seiten können

die Sätze I. bis VI . unmittelbar benützt werden .

Z. B. von à c1 15 m, bi ei 8,9999 . . . m, wie gross ist ( 22

en

bi 61

ac¹

Ig sin 4 = Ig bi ( 1 — Ig à C1 ＋ 10 ◻lg 8,9999 . . . —1g 15 7½10
Ig sin = 0,9542380 — 1,1760913 ＋ 10 =9,7781467

62

8189

8. 21 .

Auflösung des schiefwinkligen Dreèieckes .

Die schiefwinkligen Dreiecke lassen sich , wenn bestimmte Teile

derselben gegeben sind , im allgemeinen dadurch auflösen , dass sie

durch Höbenlinien in rechtwinklige zerlegt werden .

So jist im Dreiecke abe ( Fig . 4) , weil dasselbe durch die Höhen -

linie h in die rechtwinkligen ahm und hbe zerlegt ist , nach

LXXXXIV . h a . sin , und h . sin &, also

à . sin „ = C. sin oder

a : ( ⸗ sin d : sin y , ebenso ist auch

a : b = sind : sin und

b6Sinz : sin ) ; d b.

C. Im schiefwinkligen Dreiecke verhalten sich zwei Seiten wie

die Sinus der gegenüberliegenden Winkel .

ISt 2. B. % 36 52 10 % 6 ö „ ööilis gress 82

a : sind : sin ) ;

a. sin )-
sin a
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S = N ( Ig 15 J Ig sin 63 7 “ 50— Ig sin 362 52 “ 10)
G= = ˖( J,1760913 ＋ 9,9503838 —9,7781467 )

6⸗ = N41,3483284 ) 3042

In dem Dreiecke aà hm ( Fig . 4) ist :

a ? = m2 ＋ he , m⸗b - n = b - C. cosd , h . sin d

a2 ( b c . cosc ) ? ονsszpjnb2G
= b2 2be . coS οeαασ . sin2g

= bꝛ - c2 ( sin ? αοẽ,lr ' ) =2be . cose und nach IX .

= be ＋ 02 — 2be cosc ; auf demselben Wege erhält man auch :

be = 22 ＋ C2 — 2 4 C. coS 6

C2 d½α＋ b2 -2 ab . cos / ; d. h.

CI . Im schiefwinkligen Dreiecke ist das Quadrat einer Seite

gleich der Summe der Quadrate der beiden andern , weniger dem

doppelten Produkte aus diesen Seiten und dem Cosinus des von

ihnen gebildeten Winkels .

Die Form dieses Satzes ist zum Logarithmieren nicht geeignet ,
sie kann aber mit Hilfe früherer Sätze leicht günstiger eingerichtet
werden . Soll 2. B. ein Winkel , etwa 4, aus den drei Seiten des

Dreieckes bestimmt werden , so erhält man zunächst :

b2＋2 -a42
608

2
daher auch

B19＋αο8α8 Æe
2be

—
2be

oder

1 ＋02 — ( bgeꝗa ) E
2b6 2bC

aus §. 14 erhält man aber 1 cos = 2 co82 8 daher

oder2 2C08 55 0

3
16 ( ( bTera ) 92bo

00



33

Wären 2. B. die Seiten : a = 2 , b = 3 , ( = 4 , 80 wäre :

6⁰ͤ·⁰⏑82＋ 1,875

18 cos lg 0. 5
18

＋1029,8354716

2
4611: 29%

9 . — 9222 • 58

Ein anderer Satz lässt sich aus c ableiten , darnach ist :

a : ( ⸗ sin &: sin ) , oder

( a ＋ce) = σ ο = saing＋ siny ) : ( sing =siny ) ,

ist GX CZ , X

( a ＋e ) : ( aο = ( sin [ xÆ＋sin [ X - ) : ( sinXx ZIsin [ X- 2 ) )
oder nach IIL . und IL .

( a ＋e ) : ( aοο=σGinx . cos2 ＋ coSx. sinz Æsin x. o82 cοSx . sin2):
( sin x. Cos 2 ＋Cοsx .sin 2sin x. oõS oοSxX., Ssinz)

a＋E28inx .cos2 tgx
àa — 2 CosxX . sin : tg2

Aus der Annahme ist x 2 f—
daher

4 * 0. — ο
( a c ) : ( ag ⸗=tg tg d. h.

ClI . In jedem Dreiecke verhält sich die Summe zweier Seiten

zu der Differenz dieser Seiten , wie die Tangente aus der halben

Summe der zwei , diesen Seiten gegenüberliegenden Winkeln zur

halben Differenz dieser Winkel .

Wenn 2. B.

/a ＋C = 864 , a—- C2. 170 , 93 63025˙40 “ , 80 ist

— . — 1863989 —⁰—
3 25 864

Wa

3



34

18 tg —. — 18 170 ＋½1gtg 600 2540 “ — 1g864 ;

10 16 3. 2. 2504489 ＋10,3008941 — 2 . 9065137

18 tg — 9,5948293

—8 210 28˙28 “ und

5 2630 25 40 “ , daher

4 = ＋ 840 54˙8 “

62 42057 12 “

§. 22 .

Flächeninhalt des Dreieckes .

Der Flächeninhalt eines Dreieckes kann , wenn bestimmte Teile

gegeben sind , berechnet werden und zwar in folgenden Fällen :

1) Wenn zwei Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel

bekannt sind , 2. B. in Fig . 4, b, und à . Die Fläche F ist :

REin

b. C. sin
CIII . F =

Der Flächeninhalt ist gleich dem halben Produkte aus zwei

Seiten und dem Sinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels .

2) Wenn zwei Seiten und ein gegenüberliegender Winkel gegeben
sind , 2. B. b, und ( in Fig . 4) .

In diesem Falle berechnet man zuerst einen zweiten Winkel

nach dem Satze C. , wodurch dieser Fall auf den ersten reduziert

werden kann .

3) Wenn eine Seite und die zwei anliegenden Winkel gegeben
sind . Auch dieser Fall kann nach dem Satz C. auf den ersten

zurückgeführt werden .
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4 ) Wenn alle drei Seiten gegeben sind .

Bei der Umformung der Gleichung ClI. wurde für die Seiten

a, b, C und Winkel 6 ( in Fig . 4) erhalten :

600õ2. — 2V( CaTbIellaAHbeh.
Hätte man dort , cos von 1 = 1 subtrahiert , s0

würde man unter ähnlichen Umwandlungen erhalten haben :

0 ( a - b )

also durch Multiplikation beider Gleichungen :

6 „5 ( a Kb＋ ( Cagrbbꝗe ) ( a = bꝗεσ ) ab )2• =4 0 b202 ).
Nun ist aber nach CIII . :

b . C. sin be 2 0 0
in %o de zin o⁰⁰ und88

· 2 2 2

CIv . P- ( CaTbTelLa＋bella =bfellabeh .

Wäre 2, B. àa3 , b 4 , C = 5 , 80 erhielte man :

1

＋d12f61U4 20=49ſ576 = 4 . 24 :

dieses Dreieck könnte demnach rechtwinklig sein .

8. 23 .

Aus der Anwendung der trigonometrischen Funktionen auf

die Bestimmung der Dreiecke lässt sich auch die Anwendbarkeit

derselben zur Auflösung anderer Figuren erkennen . Für ein Vier -

eck 2z. B. , dessen Seiten a, b, c, d Sehnen desselben Kreises sind ,
lässt sich ein ähnlicher Satz zur Bestimmung des Flächeninhaltes
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finden , wie ( in §. 22) einer für das Dreieck gefunden wurde ,
nämlich :

3 —ů—8 ( a Abge - =dſlab =eꝗ＋νναilſa - bgegdU =aÆαννεοενh½/i .

Sammlungen von Aufgaben , welche durch diese wenigen Sätze

aufgelöst werden können , sind ziemlich zahlreich , sie stellen sich
aber im Gebiete der Mathematik und Naturkunde vielfach von
selbst .
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