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Die Dreiecke sind unter allen Figuren, welche in der (eometrie
untersucht werden, die wichtigsten, weil sie die Kenntnis aller
iibricen vermitteln Aus diesem Grunde fanden sie auch vom
frithesten Altertume an eine besondere Beriicksichtigung.

Man lernte ihve Kongruenz, Ahnlichkeit und Gleichheit kennen,

auch wusste man mit Hilfe gewisser Stiicke eines Dreieckes, welche

gegeben waren, die iibrigen nicht gegebenen durch Konstruktion

zu finden. Weil aber diese Bestimmungsar

yhl in manchen

1 mit vielen Schwierigkeiten

-
-]

Fillen sehr einfach und elegant, doc
verbunden ist, welche das Resultat ungenaun machen, so suchte man

die noch fehlenden Stiicke aus den gegebenen durch Rechnung zu

finden; wie dieses geschieht, lehrt die Trigonometrie und zwar di
ebene Trigonometrie, wenn das Dreieck in einer Ebene, und di

sphiirische Trigonometrie, wenn dasselbe in einer Kugeltliiche liegt.

g5

Da die Seiten und Winkel eines Dreieckes ungleichartige Grissen

sind, daher nicht unmittelbar durch ander bestimmt werden

knnen, so muss vor allem ein Mittel aufeesucht werden, welches
eine Beziehung zwischen Seiten und Winkeln giebt; dieses Mittel
findet sich in der Ahnlichkeit der Dreiecke.

Bilden zwei gerade Linien einen Winkel ¢ (Fie. 1) und werden
von verschiedenen Punkten der einen parallele und der Einfachheit
wegen senkrechte Linie auf die andere gezogen, so entstehen ebenso

viele unter sich fhnliche Dreiecke

In Figur 1 ist ab, ¢ co abyey 00 abgcy..., daher ist auch:

1) Ll Ciear i ]13 Oy o1
a ¢ a0y acg |
ov hpd o baa Tebya
<) == == S
ac a.Cy aCg

LANDESBIBLIOTHEK

BadenWiirttemberg



bye; _bscy  byeg

gy =kt — =

a by ab, a by
; :'1]!. ! a i:.a L ;ﬂ\:‘ Al
- b, ¢, = bycg by Cs
) ae, _ Aty _ acy :
ab, abg aby
6) 8¢ Ay a Cy

b; ¢ pie b, ¢y i by ¢4
Dieses findet statt, so lange der Winkel ¢ unverindert bleibt,
wiirde er sich dndern und dem Winkel » gleich werden, so wiirden
dhnliche Gleichungen entstehen, wie die fiir ¢ erhaltenen, allein
die Verhiltnisse fiir den Winkel ¢ wiiren den y zugehbrigen nicht
eleich: so ist z. B.:
Gy Dy
ad; S aic
Wie also die Winkel sich #ndern, miissen sich auch die Ver-
hiiltnisse #ndern, oder sobald sich die Verliltnisse Hndern, ver-
iindern sich anch die zugehorigen Winkel. Verhiiltnisse und Winkel
bilden also zwei veriinderliche Grissen, welche in ihren Veriinde-
rungen von c-inn.mirr;1]_1]:;’1!1;[;':~in:lA die einen sind daher Funktionen*)
der andern und in Beziehung auf die Dreiecke trizonometrische
Funktionen. Nun sind aber die Winkel selbst wieder Funktionen
von den zugehirigen Kreishogen, deshalb sind auch diese abhiingig
von den entsprechenden Verhiiltnissen; sie fithren zum Unterschiede
von den erstern den Namen Kreisfunktionen.

S

Um leichter eine Einsicht in die Veriinderungen der Funktionen
zu erhalten und zu gleicher Zeit ein gemeinschaftliches Mass fiir
dieselben zu gewinnen, werden die Winkel als Centriwinkel desselben
Kreises betrachtet. Wird nun Winkel o (Fig. 2) Centriwinkel, so
sind durch die Peripherie zwei Punkte in seinen Seiten hestimmt,
wenn vom Punkte m auf den Radius gh eine Senkrechte gefiillt

*) Das Wort kommt aus der lateinischen Sprache und bedeutet: Ver-
richtung, Verrichtung einer Arbeit gegen Lohn. Dieser ist veriinderlich und
abhiingig von der Arbeit. Der Lohn ist also eine Funktion der Arbeit und
umgekehrt. Ahnlich sind die Seitenverhéiltnisse Funktionen der Winkel.
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und von dem Punkte h aus eine solche errichtet wird bis zu dem

verlingerten Radius gm,
Ebenso lassen sich fiir 8,

Dreiecke bilden.
finden auch die folgenden Gleichungen
1 by ¢y :_IJ2 Ce
80 acy
9) by ¢ byc
2 g by a b,
a.¢ a ey
a) T e
LS a by
0 ab, ab,
aci . Aty
TN ab,
)) —
S L T
ac
G) 1 —

b, ¢

Die Quotienten

der drei ersteren Gleichungen

30 entstehen zwei #hnliche

Dreiecke.

dem Winkel welcher ¢ zu 90° erginzt,

by 0y S8 __ml

acy mg
WaiDy Ca i el

a by ST Thp

a Cg ng
T 5 by SRR
__aby md lg
g ot SR e
L oaby e ef . . he
BT o e T
G Oy Vel ng
T By e  eg ~ nh

Diese Dreiecke sind unter sich #hnlich, daher
statt (Fig. 1 und 2):

sind zuniicht die

Funktionen des Winkels « und jene der drei letzteren die Funk-

tionen des
Cofunktionen fiir e.

Ergénzungswinkels 3

]

oder

i 4

Complementfunktionen,

Die verschiedenen Funktionen und Cofunktionen haben beson-
dere Namen und Zeichen erhalten, niimlich:
I. Der Quotient aus der gegeniiberliegenden Kathete und der
Hypotenuse ist Sinus des Winkels

=sin e ¥)

Im Kreise ist der Sinus eines Winkels die Senkrechte, welche
vom Endpunkte eines Radius auf den andern gefiillt ist, gemessen

durch den Radius
ml mil
Im g g T

—sin ¢, wenn der Radius r ist.

*) Binus soll eine Abkiirzung sein aus semissis in seripta; soviel als halbe

eingeschriebene Sehmne.
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IT. Der Quotient aus der gegeniiberliegenden Kathete und der

anliegenden ist Tangente des Winkels
=1iga
Im Kreise ist die Tangente eines Winkels die Senkrechte, welche
vom Endpunkte eines Radius bis zu dem verlingerten anderen
gemessen durch den Radius
nh i nh
=

errichtet ist,

- — i —
hg b

HI. Der Quotient aus der
Kathete ist die Secante eines Winkels

Hypotenuse und der anliegenden

a b,

Im Kreise ist Secante eines Winkels der bis zur Tangente ver-

lingerte Radius, gemessen durch den Radius

on o 11
gn g1
=580 & —

‘_IJI I

enden Kathete und der Hypo-

IV. Der Quotient aus der anlie

tenuse ist Cosinus des Winkels

ab,

COS L.
d( 1

Im Kreise werden die Cofunktionen als Funktionen des Ergin-
zungswinkels konstruirt

m d o]

mg X

= COS ¢/.

nden Kathete und der gegen-

V. Der Quotient aus der anlic
itberliegenden ist die Cotangente des Winkels

Ft!‘]
] = cotg ¢
)1 G
Im Kreise ist
e f ef och
= 1(1|T:;;'({; -
eg r hn

*) Ahnlich wie sich die Bezeichnune .Cofunktionen® eebildet hat aus:
Complementi functiones, entstanden auch cos, cotg, coséc aus Complementi

sinus ete.
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VI. Der Quotient aus der Hypotenuse und der gegeniiber-
liegenden Kathete ist die Cosecante des Winkels

ac
1 = i_‘l\‘-fl‘t' .

by ¢
Im Kreise ist
gf af gn
= = COSLC ¢ = —~
eg T o h
seltener ge-

Zu diesen Funktionen kommen noch zwei etwas

brauchte, nimlich:
tadius und Cosinus als :
Cosinus versus.

VII. Die Differenz zwischen dem I Sinus versus.

VIIL. Die Differenz zwischen dem Radins und Sinus als

iseitiz bestimmen mittelst des

Diese Funktionen lassen sich ge
pythagordischen Lebrsatzes und der Ahnlichkeit der Dreiecke.
Durch die Anwendung des ersteren entsteht aus Fig. 2

1) mlztlgi=mg?2

Nach I. ist aber ml her ml2=r2gin2¢;
nach IV. gl—=r. =12, cos? ¢; es 1st daher

1
€0Denso

fiir m g =

r2cos? =12 oder
t —+costpg=1.

rd —nof
1g8s=1g¢*

ist aber hnz=r2tg?¢ und aus I1L. gn2=1r2 sec?e,

r =1, daher
2=r2,sec? ¢, also auch

;-':t?(_r‘: ¢+ ri=

te2 o1 =8ec2e.

X.
) efzteg2—=gf2

2=r2?, cotg? ¢ und nach VI gf?=12. cosec?w,

Ans V., 1st (_._f_-,..

r¢eote? o r2=r?, cosec? ¢ und
(=]

cotg? e + 1 = cosec® e.

=7, ‘also

) o
eg

XI.

BadenWiirttemberg
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Von den Proportionen, welche sich aus der Ahnlichkeit der
Dreiecke ableiten lassen, gehoren die folgenden :

1) Aus lmgov hng folgt:

Im:lg=hn:hg, nun ist aber nach I, 1V. und IIL
Im=r.sing, lg=r.cose, hn=r.tge, hg=r, daher
r.sineir.cose=r.tge:r, oder

: : ; sin ¢
XIL sin¢:cose=toee:l, und tg = .
: COos ¢
Aus denselben Dreiecken folgt ferner:
lg:mg="hg:ng, und die Werte fiir diese Grossen aus IV.
und IIl. gesetzt: r.cosc:r=r1:1.8¢¢ ¢ und

XIIL cose:l =1:8ece, oder cosg= g
sec «

2) dalmg

ge e f'u];;'_'f 2

Im:mg=eg:fg, fiir Im und fg aus I. und IV. die Werte
eingefiithrt: r.sine:r=1r:r.cosece oder
==t s ; 1
XIV. sine:1=1:cosece und sin ¢ = ;

cosec o

3) Aus hgneoogef ergiebt sich:

hn:gh=eg:ef und unter Beriicksichticung von Il und V.
r.tge:r=r:r coter und
1

XV. tg e :1=1:cotg ¢, woraus tg ¢= ;
cotg ¢

>
4) Aus lmgcogef folgt noch:
Im:lg=eg:ef und nach I, IV. und V.
r.singir.cos e =1r:r.cote « oder
S5 LN Cos ¢
XVI. 81n ¢ cos ez =1: cotg e und cotg ¢ = - 2
- SN ¢
Zur gegenseitigen Bestimmung der Funktionen erhilt man aus I
IX,, X. und XI. unmittelbar:

a) sine=V1—cos?e, cosg=F1_— sin? ¢, tge=Vsecte—1,

/ : ;
cotg z = V cosec? ¢ — 1, secce=V1+4te2e, coseco—= Vi -} cotg2e.

BadenWiirttemberg
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b) sin g = , COS Gt —=——, tEo=—— ,cotg = A
cosec ¢ SeC i : cotg o : te o

1
seC o = s COSECH =— .
COS ¢ s1n ¢
Werden in diesen Gleichungen fiir die Divisoren ihre Werte
aus a gesetzt, so ist:
o 1 1 1
e)isin o — = y COS = — y B au== y
V14 cotg?e 1 -tgte ‘cosecp—1

1 1 |

colg = Al : , CORBC U — = .
secZg— | V 1—sinte 1—cos2e’
Aus XIII, XIV, XV :

Hier werden die Werte fiir die Funktionen unter dem Wurzel-
zeichen aus b gesetzt, erhidlt man unter Beriicksichtigung von

XII und XVI:

i te o cote ¢ sin ¢
{]}I SIn == , COS @ =, Ll — = 4
r'l4-tg2e V14 cotg? e V'1—sin2e
COS ¢ COSec ¢ Se0 ¢t
cotg o — , SeC == , COSeC =

V1i—cos?e V cosec? ¢ — 1 Vsectoy — 17

und nun die Werte fiir Zihler und Nenner aus a eingefiihrt:

: Vsect o —1 Veosec2o— 1 V1—cos?e
e) sing— oS — , IBe=
SeC ¢ cosec ¢ COS L
/ : / = / .

V1—sin2e V1 + cotg? ¢ Vit tg2e
Colg ¢ = G , BEC = , COset ¢ = {

> SIn ¢ cotg « tg o

& 6.

Sobald sich der Winkel ¢ dndert, miissen sich auch die zuge-
horigen Funktionen fndern; doch ist ihre Veriinderung der des
Winkels nicht proportional. Wird eine Seite des Winkels fest und
die andere um den Durchschnittspunkt beweglich gedacht, so lassen
sich die Gesetze dieser Verinderungen leicht allgemein ausdriicken,
wenn der Radius des Kreises, welchen die bewegliche Seite beschreibt,

BADISCHE
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als Einheit genommen wird. Alsdann ist 2.1, 7= 360°% 7= 180°

T T zie
= 90°, =4h" etc.
2 / 4
1) Anderung des Sinus, Wird ¢=0, so werden auch, in
i __ ; . ] {)
Fig. 1 und 2, b; ¢; und m1l=0; es ist also sin0= ==—=A)
a Cy r

so oft die bewegliche Seite bei ihren Drehungen nach derselben
zusammentriftt, ist auch der Sinus =0,

Richtung mit der andern
also fiir die Winkel 0°, 24, 44, 67 .... 210>, wenn n irgend eine

ganze Zahl bedeutet. Daher

XVIL. = (),
Wiichst @ von 0 an, so nimmt auch der Sinus zu, fiir =90
. ! ; ; ; 8y € |
wird b; ¢ =a e und Im=r, also sin90°= t=—=+1
a.c 1
1
Diesen Wert erhiilt der Sinus jedesmal, so oft die oliche

Seite bei gleichgerichteter Drehung, welche auch die folgenden

angt, also fiir

Anderungen vorausgesetzt sein soll, wieder dahin g

die Winkel

T £ Ak T 4 § it 3
o 5 e —+2na7. Es ist daher

XVIIL

inie auf die

Nimmt ¢ zu von 90° bis 180° so kommt die Si
lingerte unbewegliche Seite

gengesetzter Richtung ver

nach entg r
normal zu stehen und nimmt ab bis 0, also ist -allgemein fiir einen
Winkel 7+ 32+b6a...En41)7
XIX. sin(2n+4 1)7=+0.

Von 180° an muss die Sinuslinie in entgegengesetzter Richtung

iche Seite gezogen werden, ist also negativ, und

auf die unbeweg

a 9 )
. . . o : P 1 e 1) AR DT 4
erreicht ihr Minimum bei 270°, allgemein bei ~-, et e
- 33

5o (‘_’11 i )* so dass

/ 9\ A =i
XX. .\IH(E’H + 5 )‘-,-_-— z =—1 ist

2 ac r
\ / 1

BadenWiirttemberg
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Bei einer von 270° an fortgesetzter Drehung bis zu 360° nimmt
der Sinus wieder zu und wird, nach XVIL, bei 360° gleich 0.

Wenn ¢ von 0° an abnimmt, so wird:

AXL §in (— ¢) = —sin e
2) Anderung des Cosinus, Fir ¢=0 wird ab, =a¢, und
g ac I ’ x
ol =r, daher cos 0= L —  —1, dasselbe findet auch statt fiir
i l'l I

die Winkel 27, 47, 67 .... 2n 7, daher
XXz cos (2na) =+ 1.

Wird ¢ grosser und wiichst bis 902, so wird der Cosinus kleiner

2

und bei _I A _T + 47 .... (‘.:‘11 -} )-r gleich 0, also

5]

XXHI. cos (20 + " )_-r:n.

Von 90° an erhilt die Cosinuslinie eine der urspriinglichen
entgegengesetzte Richtung, wird also unegativ und erreicht ihre
unterste Grenze bel 7, 27+, 47+ 7 .... (2n-4 1), deshalb

s § e — 5

ist, da aby =—ac¢; und lg =—r, cos 180°= e =1,
: 2 a6 r

und

XXIV, cos(Znt1)m=—1.

Wiichst ¢ bis zu 270% so nehmen ab; und —lg wieder zu

und werden fiir Grenze =0, was auch stattfindet bei
3 3 =5 - e :

:;T. 27 + '_j , 474 Gy e (‘2 n -~ 2),7, also ist

i = ; 33

XXV. cos {2n -+ ‘_)).7:0,

Von hier an nimmt der Cosinus immer zu und erreicht bei
360°, nach XXIL, wieder die positive Grenze 1.

Wenn die bewegliche Seite sich nach der entgegengesetzten
Richtung drehen wiirde, die urspriingliche als positiv angenommen,
miisste

XXVI cos (— &) = - cose werden.

BADISCHE
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8) Anderung der Tangente. Wenn ¢==0° sind auch b, ¢,
und hn gleich 0 und allgemein:
XXVIIL te 2n 7= 0.

Wird e=290° so werden, weil der verlingerte Radius mit der

Richtung der Tangente parallel ist, b, ¢; und hn =<0, daher auch |
Qo 0 | I

tg 90° = == — =oo und allgemein:
i ab, r
XXVIIL tg (2n+ 5 )7 =c

Vergrossert sich ¢ bis zu 180° so nimmt die Tangente ab bis
0 und wird zu gleicher Zeit, da der Devisor des Quotienten a b,
oder gl negativ wird, auch negativ, also:
XXIX. te(2n+1)7=—0.

Von 180° bis 270° nimmt die Tangente wieder zu bis oo, die
Tangentenlinie und ihr Mass haben aber entgegengesetzte Richtung

P R ik 2
mit ihrer urspriinglichen, also tg 270° : 5 and

==y
allgemein : |
e 3 ,
XXX. tg ('—’IlﬂL _,)Jzﬂ} v b

Vou 270° bis 360° nimmt die Tangente ab bis 0, die Tangenten-
linie behiilt ihre negative Richtung, dagegen wird ihr Mass positiv,
also ist auch die Tangente negativ.

Wiirde e negativ, so miisste auch die Tangente dasselbe
Zeichen erhalten und
XXXL tg (— ) = — tg « werden.

4) Anderung der Cotangente. Wenn «=0, 27, 47 . ...
2n 7 wird, so ist die Cotangente on.

XXXII. cotg (B2na)=on.

Fiir o= 90, ;,274.;.47+-;.H_(2n+ ;)7ia sie
0]
XXXIII, cotg (9 n-+ ll} ) g =1

BADISCHE
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Wenn ¢ von 90° bis 180° zunimmt, so wird die Cotangenten-

linie negativ und bei 180° z, 27+, 47 4=, ... (2n+1) 7 wird
sle =— @,
XXXIV. cotg (2n+ 1) 7 =— on.

Von 180° an bis 270° nimmt die negative Cotangentenlinie zu
bis 0, ihr Mass wird ebentalls negativ, daher:

5]
XXXV. cotg (211-{- = ) r=+ 0.
\ 3,

Von 270° bis 360° wird die Cotangentenlinie wieder positiv,
ihr Mass bleibt negativ, daher ist die Cotg. selbst negativ und, nach
XXXIL, fiir 360°=0.

Wenn ¢ negativ wird, so ist:

XXXVIL cotg (— o) ==—cotg e

5) Anderung der Secante. Wenn « die Werte 0, 27, 4, . . .
2n x annimmt, so ist a¢, = ab, und gn=hg, daher die Secante = L.
XXXVIL sec2nax=-+1.

Wird e : T) 2x 4 : 4x+ T) i (211 tes ) x, 80 muss, da die Seean-

tenlinie mit der Tangentenlinie parallel wird, die Secante = o werden; also
R— I .
XXXVIIL so0 (21 4+ ) x= .

Nimmt « zu von 90° bis 180°, so nimmt die Secante ab und ihr Mass,
also auch sie selbst, wird negativ. Fiir m, 2xr+mdr+m . ... 20+ 1)
wird

XXXIX. se¢(2n+ 1) r=—1.

Wiichst e von 180° bis270° so bleibt das Zeichen der Funktion aus dem
oben genanuten Grunde unverindert, sie selbst aber nimmt ab bis — o, was

B
bei —-, 2x +

s

SR ) ;)1 stattfindet; also

o I
XXXXI. s&'(?("./.‘n-i- ;):r:—rn,
Von 270° wird das Mass der Secantenlinie wieder positiv, daher wird es
die Secante selbst; sie erreicht bei 360°, nach XXXVII, die Grenze + 1.
Wird « negativ, so ist:

XXXXIL sec (— ) = + sec a.

BADISCHE

LANDESBIBLIOTHEK BadenWiirttemberg



BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

16

6) Anderung der Cosecante.
on

2n x, so list die Cosecante

XXXXIIL Ce

Nimmt « die Werte

.
an: -, 2a 4

Hat « die Werte 0, 2, 4 =, .
x, also
0.
x = 1 i
tx+ -, . {204 --}-"‘ 80

nimmt die Cosecante bei dem Ubergange zu dieser Grenze ab bis 4 1,

o sl 1)
XXXXIV. w‘-w\'ur‘(ﬁn )'r
9
Wenn « von T zu den Werten =, 2

iibergeht, so findert sich die
AXXXV. 2n

cosec 1) =

g =
LA
y

Geht « von x zu den Werten

so wird das Mass der Cosecantenlinie und die Cosecante selbst negativ.

Cosecante von 1

=41,
7, 47 T, 2n 1) r
bis 4+ o, daher
o0,

oo "
3 s oa s ‘LII
2 \

3
.,) x iiber,

Sie

dandert sich von w bis 1, also:
XXXXVIL cosec(2n + ) a=—1.
Von — 1 an nimmt die Cosecante ab bis — o, nach XXXXIII, wenn «
von 2707 zu 360° iibergeht. Daher anch, wenn « negativ wird :
‘\“\-\\ \Y” cosec | a) = — COCecC .
S T

Der Sinus und Cosinus fiir die Summe zweier Winkel lassen

sich leicht aus der Fig. 3 bestimmen.

g hd
sin (o -+ B) = &2 (1), hd=dg
: i
T
sm (e B) = :
Da aber efc cst, so folet:

+hg=ef-+4hg,

Es 1st niimlich:

also

=1

AL
8

ef:fe=st:tc oder

efir.cosf—=n.

: r?, sin ¢.cosf
el=— =

r

sin ¢ :r und

31N ¢z, COS .

BadenWiirttemberg
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Ebenso folgt, da fghoo ste
hg:hf=cs:ct
gh:r.sin§=r.eose:r
r2sing. cos e : e
I : “=rcose.sin fB; also ist
v
e il r.sine¢.cosf--r.cose.sing
XXXXVIIL sin (¢4 §) = / T L
sin¢.cos 8- cose.sin 3.
i : ; s cd ec—ed ec—f
In derselben Figur ist cos (¢+8)=-—= bl o |
" g r r r
Nun ist aber cefcuest, also
ec:fc=cs:ct oder
gcir.cosf=r.cose:r und

r?, cose.cosps

ec= =Trcose.cos S

=
Weil auch hfgcoste, so
feg:fh=st:ct und

fo:r sinf=r.sing:r, also

: r2sin ¢ .sin 8 ) :
o —= ——=r.sine.sin 8 und
! =
; o r.COSe.CcOs §—7.Sine.sin i ;
1L. cos (e+ )= — £ = f}—cosu.ms f—sine.sin g

Aus den Gleichungen IIL. und 1L, lassen sich auch die iibrigen
Funktionen fiir die Summe zweier Winkel ableiten.
. AR ginlg .
Nach XII, ist tgo=_—, wird statt «, ¢ 45 gesetzt:
COB ¢2

; o sin (¢ <4 #) ol : &
tg (¢ + ) = e E:/ i ;)J und dafiir die Werte aus I1L. u. IL. eingefiigt
sin e. cos § -+ cose.sin g

i —-_ wird Zidhler und Nenner
COS ¢z. COS B—sin ¢, s

tg (¢ + ) =
dieses Quotienten durch cose.cos S geteilt, so erhilt man unter
Beriicksichtigung der Gleichung XII. :

2

BADISCHE
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L. te (e f) =

Fiir die Cotangente erhilt man auf dieselbe Weise aus Glei-
chung XVL:

P ) . & 1] ot 4]

; : Cos (¢ 1) COS¢. COSH—BIN ¢.61N G  p.. 1

cotg (¢ + B8) == L= : — = Zihler und
L N 1 { &Y 3 4]
sin (z—+ ) sSIne.Cos s Ccose.SiNp

Nenner durch sine.sin g geteilt und Gleichung XVI. in Anwendung
gebracht :

cotg ¢. cotg 8 —

| 418 cotg (¢4 f8) =
= t cotg o 4 cotg 3
. . : o B
Nach XIII. erhilt man sece= , also auch sec (¢ )=
COS & i

] : ! 4 =
— ~, und sec (¢4 p)= . .——,mitcos ¢z.cos 8
cos (¢ 4+ ) COS 2. COS F~—s111 ¢£. 511 3

geteilt in Zihler und Nenner:
SEC ¢ . Sec 7

LiL sec(u 4 8) = e

1—[:‘2:’ g0

S 1 : - ;
Aus XIV. folgt: cosece .——, daher auch cosec (¢4 f) =
¥ s1h ¢
g 1 ;
und cosec (¢4 8)= o -——, mik
sin (¢4 8) ; sl ¢ . cOS 8 + cos . sin 3
sin e. sin # dividirt:
= cosec ¢ . cosec 5
LIIL cosec (¢ + ) = : =
cotg o + cotg
8. 8.

Aus den Gleichungen des 8 7 folgen, wenn in denselben ¢ =§

gesetzt wird, die Funktionen fir doppelte Winkel. Es ist niimlich:

LIV. §in 2 ¢ = 2 8in ¢ . COS 4.
TN cos 2 ¢ =cos? ¢z — sin® e
Dto
[ \-7 _ teQ o= 2 A
V1 2 1—tg2u

cotg2e—1

2 cotg o

LVIIL cote 2 =
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sect e

LVIII. sec2 w= 7
1 —tgle
r cosec? ¢
LIX. cosec 2 pp=_ i
2 cotg? e
&0

19

Durch die Gleichungen des §. 7 lassen sich auch die Funktionen
fiir Winkel, die grosser sind als 90°, reduzieren, so z. B. die Funk-

tionen fiir Winkel, die zwischen 90° und 180° lisgen;
Reduktion nimmt man #=90° und « als die zugehirige E

s0 entstehen :
1) sin (e 90%) =sin . cos 90° 4 cos ¢. sin 90°,
810 (¢ + 90°) =cos .  (XVIII. und XXIIL)
2) cos (e 90°) = cos «. cos 90° — sin . sin 90°,
cos (¢ + 90°) = — sin «.
3) te (o - 90°) = . 0 - — —— — —
: B ' ¢ose.c0s90°— sin ¢ sin 90° sin ¢

A cos . cos 907 —sin . sin 90°
4) (:f:t;"lf.f%ﬂ{l’g:'?” o (__ : ’ 9 e
4 2 : © sine,c0s90° 4 cose.sin 90 COS ¢

) i 1 1
5] sec (¢4 90°) = : 5 : =Sk,
) ; cos ¢2. cos 90°—sin ¢, sin 90° sing
= : ; 1 1
6 08 (e -+ 90°) = - i : = al
) TR © sIng.c0s90°4-cose.sin90° cos ¢

Auf tihnliche Weise werden die Funktionen abge

Winkel, die zwischen anderen Grenzen liegen.
{=]

§. 10.

sin ¢2.c0890° - cos ez.sin 90° COS & :
= =—Cotg¢.

sin ¢
=—tgo

zu dieser

irginzung,

=— —CO8eC .

= §eC .

leitet fiir

Die Gleichungen des §. 7 dienen ferner zur Ableitung der Funktionen
fiir die Summe aus drei verschiedenen Winkeln. Werden zu dicsem Zwecke

fiir 8 die beiden Winkel 8-+ y gesetzt, so entsteht :

LX. sin (e 8+ y) =sine.cos(8+y) +cose .sin(8+y) und nach IIL.undIL.

=sina.(cos 8.cosy — sin ¢ . sin ¥) |-
cos e . (sin & .cosy + cos 3.siny) oder

2.
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—sine.cos 3.co8y —sing.sin 8.siny
sin @ . cos . CO8 ¥

sin y . cos « . cos 8.

LXI cos(e+ 8+ y)=cosex.cos(8+ y)—sing.sin (8 + 7).
= cos « . (cos 8.cos y —sin §.siny) —
sin e (sin 3 .cos y + cos 8. sin y)
= (08 ¢.COS B.,C08y — CO8 ¢ .8in B.siny
— cos 8.sine.siny

— ¢os y . siu & . 810 B.

LXIL tgladB4+y)=

=
il Ftpft+tgy—tga.tgl.tgy
I—tga.tgg—tga.tgy—tg8.1gy ‘
cotg . cotg (8 +4)—1

LXIIL cotg.(a+8+y)=

coty a -+ cotg (8

cotg e . cotg B . cotg y — cotg &« — cotg § — cotg ¥

cotg « . cotg 8 + cotg . cotg y + cotg §. cotg y
T1V ( sec o . 8eC J.secy
LXIV.sec(a+ 8 + y) = 2 ;
l —tgalgpg—tga.tgy—tg 8.tgy

COSEC @ . COSeC 3 . COSec y

LXV. cosec(a+8+7)

cotg a . cotg 8 + cotg «. cotg y + cotg O . colg y — 1

Auf diese Art lassen sich auch die Funktionen gewinnen fiir die Summe
aus vier und mehr Winkeln. In den Entwickelungen selbst lassen sich Grup-

pen von Kombinationen erkennen.

i
Wird in den Gleichungen des § 10 a= 8 =y gesetzt, so entstehen die

Funktionen fiir dreifache Winkel, niimlich

1) sin3a=23.sina.cos®a —sin®ea.

9) cosda=-cos?a«— 3 cos «.sin? a.
9) = (3 tg o — tg*

4) cotg8a= ‘._t.’-\)fg"; a—dcotge): |
5) sec3a—sec’a:(l —3tg*a)

6) cosec 3 « = cosec® a1 (3 cotg® e« —1).
& 12

Wenn in den Gleichungen des & 7 — 8 gesetzt wird statt +- 3,
so erhilt man die Funktionen fiir die Differenz zweier Winkel: i

BadenWiirttemberg



sin (¢ — @) =sin @. cos (— ) 4 cos ¢.sin (—B)und nach XXI.
und XXVI.
LXVI, sin(z—f)=sine.cos #—cose.sin B
cos (@ — B) = cosez.cos(—pB)—sin e.sin (—g3), (XXLu. XX V],
LXVII cos(¢— #)=:cos «.cos - sin¢.sin §.
L Rl 5,55 ¢

A i 1—tge.tg(—pF)"
LXVIIE tg(u—p)—— 22 68
l+tge.tgd
cotg «.cotg (— f)—1
cotg e+ cotg (— )
1 +4- cotg er.cotg B

cotg f—cotg @

(XXXVL)

cotg(e—p) =

LXIX. cotg(«e—p) =

sec ¢.sec (—g)

(XXXXH. u, XXXI)

sec (z— fp) = y
: o) l —tge.tg(—f)

sec ¢ . sec ff
1 +tege.tgf

; cosec ¢ . cosec (— B) St RN
l0sec («—f) = - AN A AAAAVILL)
cosec (e« — f) bole i oolg G2 ) (XXXVILu XXXXVIL)

cosec ¢ . cosec g

LXX. sec(le—pg)=

LXXI. cosec(u—@)= 3 :
7 cotg f—cotg «
§4l3.

Wenn es nétig ist, die Summen oder Differenzen aus Funktionen
in Produkte zu verwandeln, so lisst sich dieses durch die Glei-
chungen des § 7 und §. 12 ausfiibren, daraus hat man nimlich
durch Addition

von HL. u. LXVI. 1) sin(«+8)+sin(¢—pB)=2sine.cosf,

von IL. n. LXVIL 2) cos(«-+pg)-+cos(e—3)=2cosw.cosp.
Durch Subtraktion

von IIL. u. LXVI. 3) sin(«+g)+sin(¢—f)=2cosw.sing und

von IL. u. LXVII. 4) —cos(e—+ )+ cos(e—p)=2sine.sinp.
X+y ¥

Iste +f=xundu—pg=y, soiste="- 5 ' und fj— x; ;diese

in die vorhergehenden Gleichungen eingefiihrt :
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. : : . X+vy X—Yy
o o NAr e D atn v anea J
) ) \Jil_\-.l..‘a'l.l.._\_‘ 451N 5] . COS D
: . S ol e iy
H) COSX -~ COSy=4CO0S 5 — ..CO8
LLoEs : ey e
() sinx—siny=2cos = . Sli :
« &) i ]
w | > o
. x+y . x—y
8) —cosx+4cosy=2sin =, sin=_*
Durch Division
2 ’ Sinx - sy X4y
von 5 und 6 entsteht: 9) ) e
’ cosx—-cosy 2
i 2 , sinx -} siny , X—
von 5 und 8 entsteht: 10) Y —cotg -
—C0SX - CosYy ko a
5 " : . sinx—siny X—Y
von 7 und 6 entsteht: 11) S —=tfg__*
COSX~=CO8Y S 4
o X : sin x—sin y Xy
von 7 und 8 entsteht: 12) d — cotg —L-
° CO8Yy—COSX p-

Fiir die Summe oder Differenz zweier Tangenten erhilt man:

E sine | sin 8 sine.cos@tcose.sing sin(e+8)
13) tgettgf=——+ "L = : - — 1
. cosez— cos 4 cose. cos 3 cos . Cos i

Ebenso fiir die Cotangenten, die Secanten und Cosecanten:

; ; cose . € sin f.cose+cosB.sine  sin(f+e)
14)cotgetcotgf= —+—-= ! —— —— o
sin ¢—sin 2 sine.sinf sin ¢ . 810 5
¢+ ¢v—f
1 1 , 2 cos' _‘,—“).ms o=
S5 4 cosh cOSw & 2
15) secz+-secf=——+- L e — ~ -
cosSes  COs CoSe.cosfy COS 2. CO8 3
(nach Gl. 6), !
Bgel Chl= I S —B ;
) 2 sin —_8ln !
o ; 1 1 cosff—cos ¢ 2 2
16) secae—secf=- e : — = -
COS s cos 3 COS¢£.COS [ COS¢:.COS [
(nach GIl. 8),
oL R A oe—fF
: oo 2SIl CONE
St : S i sin ¢ - sin 3 2 2
17) cosecee -} cosecf=—+ —= = : 5
sin¢ - sin @ coSw.Cosf sine.sinf

(Gl 5).

BADISCHE

LANDESBIBLIOTHEK BadenWiirttemberg



B+ . B—u
2 2co8— .sin* =
5 - 1 ] sin f—sin e 2 2
IN)cosec—Ccoseti——— — — —=— o :
Matsing S sing.sin g sine.sin 3
(Gl 7).

8 14,

Mittels der Gleichungen des & 8 und § 5 konnen die Funk-

tionen fiir halbe Winkel gefunden werden, nach ersterem ist:

cos2u=cos?u —sin? ¢ und nach IX.

cos?2 ¢ Lsm2g=1, also
cos? ¢ = 1—sin?2 e und
cos2¢=1—sin?¢g—sin?g=1—2sin2¢ oder
2sin2p=1—cos2e

: ‘ 1 —cos2¢ 1 MG S ; :

SN ¢ = | 5 und wenn -5 gesetzt wird statt eo:

LXXIL  sin— I—i—l']__‘j"“ “. Auf iihnliche Weise entsteht

e 17 1/1 4 cosa A ! !
LXXIIL cos =T l Jrl.; und fiir die iibrigen Funktionen:
A o V1 —cose V1 —cos e V1 - cos ¢
LXXIV. g 5 —7 = - =
E Vi4+cose V14coseVl4 cose
V1—cos2e __ Sine
| +cosee 1 cos¢
5 V1 £ cos 1 0s V1 — cos
S t COS ¢ —+ COS ¢z CO8 ¢z
LXXYV. cotg o == = - -
2« V1—cose V1—cose¥1l—cose
V1—cos?a o s
1—cose = 1—cose
/ s
AL o 1 ¥ V2(l—cose
LXXVI. sec——=1 e = ) und
pe /1+cose V14 cose Sin ¢
2
BADISCHE
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s 2 V2(1+cos
LXXVII cosec f} = : — i = el sl 7]
2 ] 1—cosee V1—coswe sin e
/ 5
8. 15.

Wird die imaginiire Grissse '—1 mit i bezeichnet und mit dem Sinus
verschiedener Winkel desselben Kreises multiplizirt, so lisst sich durch die

imagindren Ausdriicke: rcose + irsine, rcos 3 4irsin g, recosy +irsiny,

. unter Beriicksichtigung des § 7 und §. 10 der Satz gewinnen:
(r [cos @ +1isin ])n =rn (cosn -+ isinn a).
Es ist ndmlich:
T (cos e+ isin «) . r (cos 8 4 isin 8) = r? (cos & .cos 8 -+ i [sin e . cos 8 +
€08 ¢ . 8in 8] — sin . sin o)
oder nach IIL. u. IL.

r (cos e +18in &) . r(cos 8+ isin §) = r®(cos [a + 8] +1sin [« + 8]).

Ferner ; r(cose—+isin«).r(cos 8 + isin ¢).r(cosy +isiny)=
8 [cos ec.cos 8.cos y—cosy.sin«.sin 841 siny .cos «.cos 8§ —sin e.sin 8 sin y4]
—cos B.sina, siny 1+ sind.cose.cosy ]
—eos¢.8in 8.siny L—i— sine.cos 4.cosy |

und nach LX, u, LXI.:

r.(cos « isine).r(cos 84 1sin G)

isin[a 4+ 84 v]).

m, ist allgemein fiir n verschiedene Winkel :

r{cosy+isiny)=r".(cos.[a—+ 8+ y] +

Auf diese Art weiter geschlos:

r.cos a 1sine).r.(cos 8 -Fisin 8).r.(cosy+isiny) . ... .=
\ ! ! Y J

o (cosle+ f4+y+ ... ]+i.sinflat+8+y+....])

Fiir den Fall. dass a=g8=y=. . . folgt

08 ¢ == 1810 )

o (cos[e+a+a . . ] =t

.rcose+1isina).r.(cosa+ising) ....=
1la+a+ «...]) oder

LXXVIIL ra . (cos & -+ isin a)u = rv (cos [n &] 4 isin [n &]). (Moivres Lehrsatz.)

& 16.

Kennt man cos « und sin «, so lisst sich durch den Satz LXXVIIIL auch
cosn e und sinn, & finden. Nach dem binomischen Lehrsatze ist :

*) Entwicklungsmethoden des Binomialtheorems von F. X. Lehmann.

Constanz bei Meck 18

BADISCHE
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i n.i - ., 0 (n—1 N
(cos a+ isin e)n = cos® & 4 1 cosn—1 ¢ . gin & + 1%. 1.9 )CDS""'ZRSIn‘n: +
o (n[n—1][n—2] = . s, +y n(n—1)(n—2)(n—3) ;
1 - cosn—3 g . gin® 4 1%, : - cosn—4 . 8in*e
LS r 1.2.38.4 F
= gosn e -F isinn .
Nun ist aber i*=—1, =, it ==t ah—ily |

Werden diese Gleichungen beriicksichtigt und die Glieder der Reihe,
welche mit der Imaginfiren hehaftet bleiben, zusammengestellt, so ist:

S n(n—1) P
cosna 4 isinna=cosh « ‘] 5 costFa. sin? o 4
n (n—Ffn—2)n— 8) 7 o 0] :
! LA 4 “cosi—tg.sinta— 4 ... 1( Leosti—1 g, sin e —
1.2.8.4 1
n(n —1)(n—2 " : :
\ ! cost—3 g .8in* @ 4 — . ... ) und hieraus
1.2.8
v - nin—1) A e
LXXIX. osn o = Cos" @ — 5" Cosu— . 8inZ . =k
A ) ] =3
n(n—1)(n—2)(n—3) ’
— \ ! cost—4 g .sint a — -

1.2.8.4
n(n—1)(n-

B ¥ n Sy . i
LXXX. sinn a= i cosn—1 g sina — 1.5.5 cosn—3¢g.8inat+—...
. dd s

Sl

o f

Die beiden eben gefundenen Gleichungeu dienen ferner zur Bestimmung

des Sinus und Cosinus eines Winkels; werden sie zu diesem Zwecke durch
cost ¢ geteilt, so verwandeln sie «ich unter Beriicksichtigung des Satzes XII.

i :
o { 2 Y[ ol o e — 2)
, COS T e nfn—1) , nn—1)(n—2)(n—3) .,
) =1— ~tg? a + T tg* a— NS
e T i 1.2.5.4 & *
i m—1)(n—2) .,
p¥nRe 1 . 8o I._w(\” = }tg“ e e
cos? e B 1.2.3
; X X 3
Wird n « =x angenommen, also « == sl =, 50 ist
CO8 X 1 X (x—a) tg? « x(x—ea)(x—2a) (x—3a) tg*a 4
R G0 il 17878, 4 at :
cosn
v cos X S S X (x—ea)(x—2a)tg?a
5) — = e s T A
X 1 o 1.2.38 o
cosn
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o . X
Wenn nun n unbeschriinkt zonimmt, so muss — , also auch &, unbe-
n

schrinkt abnehmen, vorausgesetzt, dass x endlich ist; fiir Winkel, welche der
0 sehr nahe kommen, kann aber der Cosinus als 1 und die Tangente dem

zugehirigen Bogen als gleich angenommen werden; daher:

e x2 x4 x8
EEEN, e e AR
ok Saet S o TN O TR Y @ S
BXXRIL . osinkere e 13 o 2
1 1.2.3 1.2.3.4
m.x :
ot = = 5 x als

sehen, so ist:

LXXXIL cos(55)=1—m?.1

37006 4 m* . 0,2536695 — m*® 0,02080635 =

m® . 0,0009193 — m'? . 0,00002

} m' . 9,0000004

LXXXIV. sin (”\'}'"‘ /'l =m . 1,5707963 — m?. 0,6459641 + m® 0,0796926 —

m’ . 0,0046818 4+ m®. 0001604 — m**. 0,0000036 + . . ..

Wenn e die Basis der patiirlichen Logarithmen bedeutet, so ist be-
kanntlich :

Wird in dieser Gleichung einmal y = + ix, und dann y= —i x ange-
nommen, wenn i= }— 1, so ist:

1) aix _:7]4_1;:_ 3

2) p=ite—] - 5 — + =
1 L2 30dah ;
€os X — 181n X,
Durch Addition dieser Gleichungen entsteht:
) 2 x2
aix L pg—ix == __
47
T eix 4 a—ix
LXXXYV. COS X =

BADISCHE
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Durch Subtraktion derselben Gleichungen :

21X Dix e
gix — p—ix — — ek e = 218in x oder
1 12 9. 400
- ! pix — g—ix
LXXXVI, sin x — o
21

Die Gleichungen LXXXV. und LXXXVIL konnen zur Ableitung vieler
Siitze beniitzt werden.

B/ i

Mit Hilfe der bis jetzt gefundenen Siitze und einiger aus der
Lehre vom Kreise lassen sich die Funktionen fiir bestimmte Winkel
berechnen. Dazn wird der Radins des Kreises, welchen die beweg-
lich gedachte Seite des Winkels beschreibt, als Einheit genommen.
Sollen aber die, fiir bestimmte Winkel so gewonnenen Zahlenwerte
logarithmiert werden, so wird, damit die Logarithmen positiv bleiben,
der Radius als 10000,000000 genommen, Nimmt man daher einen
trigonometrischen Logarithmus fiir den Radius von 10000.000000
in eine Rechnung fiir den Radius 1, so hat man die Charakteristik
10 von ihm abzuziehen und im entgegengesetzten Falle 10 zun
addieren. Die Zahlenwerte der Funktionen und ihre Logarithmen
lassen sich nach und nach auf folgende Weise ableiten :

Wenn (Fig. 2) der Winkel ¢ = 45° wird, so muss auch ml=lg

. m | e : :
werden; es ist aber - = sindd= lg; fernerml24-lg2=mg? oder
sin? 45° 4 sin245° = 1,

LXXXVIL 2sin245°=
Sl 40” = |/ 5

lg sin 45° = 502 4 10—=0,8494850 — L -+ 10

log sin 45° = 9,8494850.
Weil m1=1g, so muss auch
- l M
Ve

log cos 45° = 9,8494850.

LXXXVIIL. cos 4=+ |/ - =4
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Mit Hilfe der Sitze LXXIL und LXXIIL wird gefunden:

1) sin 22°80', sin 11°11’, sin 5°37'30", sin 2°48'45", sin 1°24'22,5",
sin0°42'11,25", sin 0°21’5,625"", sin 0°10'32,8125", sin 0°5'16,4",
sin0°2' 38,2", sin 071" 19,17, sin 0°0'39.6", sin 0°0/19.7",
sin 0°0'9,8", sin 0°0 49", sin 0°0'2,4"” sin 0°0' 1,2".

2) Der Cosinus fiir dieselben Winkel.

Die Siitze des §. 7, §. 11, & 12, §

fiir andere Winkel.

15 geben Sinus nnd Cosinus

2 ; : mg
Wenn «=30° wird, so muss lm=-—-=, also

s
sin 30° =

lg sin 30°=1g 0,6 + 10 = 9,6989700.
Nach 1X. ist:

LXXXIX,

Ké
LXXXX. cos30°=+ |/ 1 — i ! f

lg 4 = bt
-”'} —1g 2 4 10 = 9,9375306.

lg cos 30° =
Aus beiden S#tzen lassen sich Sinus und Cosinus fiir eine fihn-
liche Reihe von Winkeln finden, wie fiir sin 45° und cos 45°,
Ist @ = 18°% so wird 1m die Hilfte der Zehneckseite z, fiir
diese findet aber die Proportion statt:

riz=z:r—2z oder

liz=1z:1—2
72 4-z=1
) I 5)
b o
e
7 = )‘) ]'. daher
LXXXXI. sin18°="—2 -~ und
66 . Vio42V3
LXXXXIL cos 18° =

4
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Sind die Bogen sehr klein, betragen sie nur Teile einer Sekunde

oder einzelne Sekunden, so kann der Sinus gleich dem Bogen ange-
nommen werden; man erhiilt dann:

LXXXXIIL

5]
. ' &' 5T
gl i=arc =

', = 0,(}0000 48481368
360 . 60 . 6(

Durch Beniitzung der

» Siitze des §
des Sinus die der

. 5 kinnen mittels der Werte
iibrigen Funktionen gewonnen werden,
Die Logarithmen der Funktionen sind fiir Winkel 0° bis 90°
in den trigonometrischen Tafeln zusammengestellt. Wie die Funk-
tionen fiir andere Winkel gefunden

werden, ist in §. 9 angegeben.

&..20,

Auflésung des rechtwinkligen Dreiecke

Die Teile eines rechtwinkligen Dreieckes lassen sich durch fol-
gende Sitze bestimmen:

LXXXXIV, Die

Kathete ist gleich dem Produkte aus dem
Sinus des gegeniiberliegenden Winkels und der Hypotenuse

Nach I. ist niimlich:
by ¢ :
L1 —sing, also
a0
b, ¢, =ac¢, sin ¢, ebenso
il —=r.sine,
oder, nach demselben Satze L,
b, a AiCEe
1~ —ind
G A
it
b, &

=¢; a.sind und

gli=r.sind

Z, B. fiir ac; —15m," ¢ =—36°H2L10° ist
by ¢, =15.8in36°52' 10"
b; ¢; =N (lg 15 4 lg sin 836° 52" 10" — 10)
— N (1,1760913 4 9,7781467 — I(l)
= N (0,9542380) =8,9999 .
BADISCHE
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LXXXXV. Die Kathete ist gleich dem Produkte aus dem
Cosinus des anliegenden Winkels und der Hypotenuse,

Denn nach Satz 1V. ist

ab,
= COS &,
ac
aby =ac .eose und
gl
: = C0S ¢
7
gl=r.cos¢;
Oder: ¢; by =ag¢ .cosd and
Im=r.cosd.

Z. B. ab; =15 m, ¢=30°52 10"
a b, = N (Ig 15 4- 1g cos 36°52' 10" — 10)
=N (1,1760913 - 9,9030926 —10)
= N (1,0791839) = 12,0001 . . . m.
LXXXXVIL Die Kathete ist gleich dem Produkte aus der Tan-
gente des gegeniiberliegenden Winkels und der andern Kathete.
Aus 1L ist:

by ¢y =ab, tg e,
nh=r.tee oder
a lrg =0 111 te d,

he=hn.tegd.
Z. B. ab; = 12,0001 , m, ¢z — 36°52°10"

b, ¢, =N (1g12.0001 ...+ lg tg 36°52'10" — 10)
= N (1,0791839 - 9.8750541 — 10)
= N (0,9542380) — 8.9999.
LXXXXVII. Die Kathete ist gleich dem Produkte aus der
Cotangente des anliegenden Winkels und der andern Kathete.
Nach V. ist:
ab; = b, ¢, cotg ¢ und
hg=lin.cotge, oder
b, ¢, =a b, cotg & und

hn=hg.cotgd.

e ———— I et
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Ebenso folgt
LXXXXVIII. Die Hypotenuse ist gleich dem Quotienten aus
einer Kathete und dem Sinus des ihr gegeniiberliegenden Winkels,
LXXXXIX. Die Hypotenuse ist gleich dem Quotienten aus
einer Kathete und dem Cosius des der Kathete anliegenden Winkels,
Zur Bestimmung der Winkel aus zwei gegebenen Seiten konnen
die Sitze 1. bis VI, unmittelbar beniitzt werden.
Z. B. von ac;=15m, b;c; =89999 ... m,

Nach 1. ist:

wie gross ist ¢?

; bi'e

sin g == 21

a6,
lgsine=Igh, ¢, —lgac, +10=1g8,9999 ...—1g154+10

lg sin ¢ =0,9542380 — 1,1760913 4 10 = 9,7781467

o=36%52"10".
A B

Auflosung des schiefwinkligen Dreieckes.

Die schiefwinkligen Dreiecke lassen sich, wenn bestimmte Teile
derselben gegeben sind, im allgemeinen dadurch auflisen, dass sie
durch Hohenlinien in rechtwinklige zerlegt werden.

So ist im Dreiecke abe (Fig. 4), weil dasselbe durch die Héhen-
linie h in die rechtwinklicen ahm und hbe zerlegt ist, nach

LXXXXIV. h=a.siny und h=ec.sin ¢, also

a.8in y = c¢.sing oder

5 *

a:c=sing:siny, ebenso 1st auch

a:b=sine:sing und
b:c=sinp:siny; d. h,
C. Im schiefwinkligen Dreiecke verhalten sich zwei Seiten wie
die Sinus der gegeniiberliegenden Winkel,
Ist z. B. a==36752/10", 5 =637T7"

o0

50", a=15m, wie gross ist ¢?

a:c=sing:siny

a . sin 3

c=——~
SInN ¢

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK BadenWiirttemberg



32

¢ =N (lg 15 +-1g sin 63° 7" 50 — 1g sin 36° 52’ 10)
¢=N(1,1760913 -+ 9,9503838 — 9,7781467)
¢ =N (1,3483284) =22,8012 . . .
In dem Dreiecke a hm (Fig, 4) ist:
af=m? —;— ]IQ, M= l)—ll:}J-—'-(.‘.l'_‘(_»;({, h=c.sinu
a2=(b —c.cose)?4-c?sin?e
—bh2—2be.cosutc2cos2e--c2.sinle
=h24 c?(sin®e-tcos?e)—2be.cose und nach 1X.
at=Dh24c2—2bccose; auf demselben Wege erhilt man auch:
b?2=a? }+c2—2ac.cosf

L R < by SO < - VD A *
ci=a?-+b 2ab.cosy; d. h.

CL Im schiefwinklicen Dreiecke ist das Quadrat einer Seite

gleich der Summe der Quadrate der beiden andern, weniger dem

doppelten Produkte aus diesen Seiten und dem Cosinus des von

ihnen gebildeten Winkels. ol
Die Form dieses Satzes ist zum Logarithmieren nicht geeignet,

sie kann aber mit Hilfe friiherer Sitze leicht giinstiger eingerichtet

werden. Soll z B. ein Winkel, etwa «, aus den drei Seciten des

Dreieckes bestimmt werden, so erhdlt man zunichst:

b2 c2—a?
COS @t = 91 , daher auch
zbe
b24-c2—a2 b24-2bctc2z—a?
14cosg=1-4 -1 —_ : oder
2be 2be
_ (b+4c)2—a2 (b4ec-ta)(b+tc—a)
1cospg= "> = : s
2he 2be

% 74
aus § 14 erhilt man aber 1 4- cos ¢ = 2 cos? , daher

o bdecta)(btec—a
Dicons Lo (Ot Cast) (b IvE 220

% T oder

2be

ol 1 l ( (a+h-c) ['h-|-c~:t))
N '
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Wiren z. B. die Seiten: a=2,

[/ 1 ].-"4;";
GOS8 _—

4, s0 wire:

2 s o 1,875 o
g cos - =1g 0,5+ lg 222 4 10=9,8354716
74

46°11'29"

= 92°23'H8",
Ein anderer Satz lisst sich aus ¢ ableiten, darnach ist:
a:c=sineg:siny oder
(a+c):(a—c)=(sine-siny):(sing—siny)

ist e=x-+42, y=x—1z

(a4c):(a—c)

== (sin|x 7| sin[x—az|):(sin [x 4 z]—sin[x—z])
oder nach IIL. und IL.
(a--c):(a—c)=(sinx, cosz-} c0sx.sInZ -+ SinX.Cos Z—COSX.8inz):

(sinx.cosz--cosx.sinz—[sinx.cosz{cosx.sinz])

a-tc 281N X.COSZ toex
a—c  2cosx.sinz  tgz
|
: I o—y
Aus der Annahme ist x = —=, z= 5 £, daher
; . ety e—y
(a4 c.)}:(u.—---cj—_:lg( 5 ,{,); toe da
CII. In jedem Dreiecke verhiilt sich die Summe zweier Seiten
zu der Differenz dieser Seiten,

wie die Tangente aus der halben
gegeniiberliegenden Winkeln zur

Summe der zwei, diesen Seiten

halben Differenz dieser Winkel.
Wenn z. B. :

a--c=864, a—c=170, “42‘7 — $3025'40", so ist

A r” T(1l 0 CVJ' "
o . o 170 tg ;?‘4‘2) 40 A
3 Q0%
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Ig tg “__zi’ — 1g 17041gtg 60025'40"' —1g864;
lg tg “";" — 2,2304489 1 10,3008941 — 2,9065137
lg tg 5L —9,5948293

(f:_ = 21028" 28" und
o) = 1
?‘; * —63925' 40", daher

«=84054'8"

p=42057" 12",

R

22.

Flicheninhalt des Dreieckes.

Der Flicheninhalt eines Dreieckes kann, wenn bestimmte Teile
gegeben sind, berechnet werden und zwar in folgenden Fillen:
1) Wenn zwei Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel
bekannt sind, z. B. in Fig. 4, b, ¢ und « Die Fliche F ist:
gy ;
F—=— h—ro.sing

9 )

CIIL PARLEL L

Der Flicheninhalt ist gleich dem halben Produkte aus zwei
Seiten und dem Sinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels.

2) Wenn zwei Seiten und ein gegeniiberliegender Winkel gegeben
sind, z. B. b, ¢ und y (in Fig. 4).

In diesem Falle berechnet man zuerst einen zweiten Winkel
nach dem Satze C., wodurch dieser Fall auf den ersten reduziert
werden kann,

3) Wenn eine Seite und die zwei anliegenden Winkel gegeben .
gind. Auch dieser Fall kann nach dem Satz C. auf den ersten ;
zuriickgefiihrt werden. ]
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4) Wenn alle drei Seiten gegeben sind.
Bei der Umformung der Gleichung CI. wurde fiir die Seiten
a, b, ¢ und Winkel ¢ (in Fig. 4) erhalten:

7 e - \
cos--:) = =V ([a+b-+c][—a+b-c]).
7 b2f-ec2—a? :
Hiitte man dort, cose¢= t i3 von 1=1 subtrahiert, so

wiirde man unter dhnlichen Umwandlungen erhalten haben:

T 1 1/ ({(a—b+4e) (a4+b—c)

also durch Multiplikation beider Gleichungen:

sin-fj-.(ms (;= i ‘I:I..-’(E_&ITT})—]—C'I[—iI-{—b;;(;);gaﬁl]+cj{a—|—b-jCJ).

Nun ist aber nach CIIL:

o
cos — und
5

SRT 17 :
-.2.8In —.cos—=—Dhc¢.sin-

g bic.ema b «“
2 2 2 2

2

ClV. F— i ([a+bLc][—atb4c][a—b-+c] [a+b—ec]).

Wire z. B. a=3, b=4, ¢=25, so erhielte man:

1

=Z'24=6;

5 1 iEgs 2 : 14—
F= 2 V(12] (6] 4] [2)) = V576

dieses Dreieck konnte demnach rechtwinklig sein.

8. 23,

Aus der Anwendung der trigonometrischen Funktionen auf
die Bestimmung der Dreiecke lidsst sich auch’ die Anwendbarkeit
derselben zur Auflisung anderer Figuren erkennen, Fiir ein Vier-
eck z. B., dessen Seiten a, b, ¢, d Sehnen desselben Kreises sind,
ldsst sich ein dhnlicher Satz zur Bestimmung des Flicheninhaltes
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finden, wie (in § 22) einer fiir das Dreieck gefunden wurde,
nimlich:

. F i :
e — i ((a+b~+c—d][a+b-—c+d][a—b-+c+d][—a+b+te-td]).

Sammlungen von Aufgaben, welche durch diese wenigen Siitze
aufgeldst werden konnen, sind ziemlich zahlreich, sie stellen sich
aber im Gebiete der Mathematik und Naturkunde vielfach von
selbst.
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