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Tafel aller ganzzahligen (rationalen) schiefwinkligen Primdreiecke:

a) spitz- und stumpfwinklige mit Hiohen 1-—100;
b) spitzwinklige mit Hohen 100—500;

¢) geordnet nach der kleinsten Seite 1—100;

d) geordnet nach der gribten Seite 1—100,

Rationale Dreiecke sind solche, deren drei Seiten zugleich mit der MaBzahl des Inhalts rationale
Zahlen sind; wenn dabei die drei Seitenzahlen ganzzahlig sind und keinen gemeinschaftlichen Teiler haben,
50 heiBt das Dreieck ein rationales Primdreieck. In jedem rationalen Primdreieck') sind eine gerade
und zwei ungerade Seitenzahlen (Umfangszahl gerade, Flichenzahl durch 6 feilbar), und die Tangenten-
abschnitte der vier Beriihrungskreise sind ganzzahlig. Rationale MaBzahlen haben ferner die drei Hohen,
deren obere und untere Abschnitte, die durch die Hishen gebildeten Seitenabschnitte, die Radien der Um-, In-
und Ankreise des Dreiecks, sowie auch die Seiten und die Radien der Um-, In- und Ankreise des Dreiecks
der HiohenfoBpunkte. Rationale Zahlen sind endlich die goniometrischen Funktionen von den Dreiecks-
winkeln und deren Vielfachen, sowie tg und cotg der halben Winkel.

Man erhilt rationale schiefwinklige Dreiecke am einfachsten durch Zusammensetzung zweier rationalen
rechtwinkligen Dreiecke mit gleicher Kathete; und zwar entsteht durch Aneinanderlegen der Teil-
dreiecke ein ,Summendreieck®, durch Aufeinanderlegen ein ,Differenzendreieck® Die gemeinsame
Kathete der Teildreiecke wird Hohe des entstehenden Dreiecks, die Grundseite ¢ ist im ersten Falle die
Summe, im zweiten Falle die Differenz der beiden anderen Katheten, die anliegenden Seiten a und b (@ <b)
sind die Hypotenusen der beiden Teildreiecke. Das Differenzendreieck hat stets einen stumpfen Winkel g an
der Grundseite ¢, das Summendreieck hat stets zwei spitze Winkel « und § an der Grundseite ¢, an deren
Gegenecke aber einen spitzen Winkel y, wenn die gemeinsame Kathete in beiden Teildreiecken gribere
Kathete ist, einen stumpfen Winkel », wenn dieselbe beidemale kleinere Kathete ist, einen spitzen oder
stumpfen Winkel y, wenn die gemeinsame Kathete im einen Teildreieck kleinere, im anderen griBere
Kathete ist. Rechtwinklig wird das Summendreieck im letzteren Falle, wenn die heiden Teildreiecke aus
demselben pythagoreischen Primdreiecke hervorgegangen sind. Gleichschenklig wird das Summendreieck,
wenn ¢ = b, das Differenzendreieck, wenn ¢ = «.

Die Tafel IVa enthilt in je 5 Spalten: erst die MaBzahl der Hohe auf die Grundseite ¢, dann die
anli gende kleinere Seite @ und die groBere Seite b, und endlich unter ¢, die Grundseite des Summendreiecks,
unter ¢_ die Grundseite des (stets stumpfwinkligen) Differenzendreiecks. Durch die Vokale i oder « hinter der

1) Vergl. die Abhandlungen von H. Rath ,lie rationalen Dreiecke®, Grunerts Archiv d. Math. 56, 1874. — BSchld-
milch ,, {Tber rationale Dreiecke und Vierecke* Hoffmanns Zeitschrift f. mathemat. Unterricht 84, 1893,
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[V. Tafel aller ganzzahligen (rationalen) schiefwinkligen Primdreiecke.

MaBzahl ¢ 18t beim Summendreieck angegeben, ob dasselbe spitz- oder stumpfwinklig ist, durch einen
o Ring vor ¢,, daB es rechtwinklig ist; durch ein § Kreuz vor ¢, , daB das entstehende Dreieck gleich-
sehenklig ist.

Bei unbegrenzter Weiterfiihrung der Tafel tritt jedes ungleichseitige schiefwinklige Primdreieck |
dreimal auf, nimlich entsprechend seinen drei Hohen, jedes rechtwinklige und jedes gleichschenklige Prim-
dreieck einmal; denn beim rechtwinkligen Dreieck kommt {iberhanpt nur die Hypotenusenhéhe inbetracht,
beim gleichschenkligen hier nur die Schenkelhthe. Nun hat aber kein Primdreieck drei ganzzahlige Héhen,
viele gar keine; und doch treten alle Dreiecke in der Tafel IVa mit ganzzahliger Hohe auf. Ist niimlich
die MaBzahl einer Héhe eines Primdreiecks eine gebrochene Zahl, so erscheint von diesem Primdreieck das-
jenige kleinste abgeleitete, fiir welches diese Hihe ganzzahlig wird. Solche abgeleiteten Dreiecke sind in
den Tafeln IVa und b mit einem * Stern bezeichnet; dieselben hesitzen also einen gemeinsamen Teiler') der
drei Seiten, der in der Hihenzahl jedoch nicht enthalten ist. Diejenigen abgeleiteten Dreiecke, deren Prim-
dreieck entweder als solches mit ganzzahliger Hohe oder als abgeleitetes mit einer anderen seiner Hihen
noch innerhalb der vorliegenden Tafeln 1Va und IVDH enthalten ist, sind jedesmal mit ¥ Doppelstern be-

zeichnet. Die Zeichen & bzw. ¥ bedeuten das Zusammentreffen der Kiirzung der Seitenzahlen (ohne Héhe)
mit den obengenannten Kigenschaften der Rechtwinkligkeit bzw. Gleichschenkligkeit des entstehenden
Dreiecks.

Weiterfiihrung der Tafel IVe ergibt sich unmittelbar aus der fritheren Tafel Il¢; jedes Paar von

e
o Primdreiecken der Tafeln Ila—e erzeugt durch seine abgeleiteten acht rationale Dreiecke. KEhenso, wie
oty Mmoo . n e . . - - .
4 bei Tafel 1l¢ eine feste Hegel bestand fiir die Anzahl der zu gleicher Kathete gehorigen pythagoreischen
o Dreiecke, so unterliegt auch in Tafel IVa die Anzahl der zu gleicher Héhe gehirigen Dreieckspaare (¢, )
o bestimmter GesetzmiiBigkeit. Gehdren nimlich zu der als Hohe verwendeten Kathete « pythagoreische Prim-
e = i - L=
F - g t(u—1) . . r

n- dreiecke und v abgeleitete, so hat man erst o rationale Dreiecke durch Zusammenstellung der ersten
ks : : g ; ' :

Gruppe unter sich, dann u-» wegen der beiden Gruppen zusammen, und endlich noch wegen der abgeleiteten

8- 1 . ] . Ph @ . o . ¥ r i !
\ unter sich so oft 2° bis 2%%-2 als die siimtlichen Teiler der Kathetenzuhl zu Paaren ohne gemeinschaft-

lichen Teiler kombiniert werden kiénnen. Die in der Tafel IVa enthaltenen Serien lassen sich siimtliche in

t:]n folgende Zusammenstellung einordnen (wo p, ¢, # ... beliebige ungerade Primzahlen sind):
il-
..I]lf‘ Anzahl der Paare rationaler Dreiecke |12 = | 6 | 14 | 22 30 53 46 54 | 60 62
l;‘ Zerlegungsform der Hohe Pttt pg | p'e| P ' |P°C 000 | 0 | 907 270 | DAY (DG DM ey,
D804 D2 92 | 22,2 D353 DIt | 2597 b 1 220 23531 22T | 22pg| 228 25
e 2%p |24 | 25 | | 25p | 2Ty | 2402 | 2%p 2% |2%p?
e
1.'1.' Die Tafel IVb gibt in vier Spalten erst die MaBzahl der Hohe auf Grundseite ¢, dann die an-
o liegende kleinere und griBere Seite @ und b, und zuletzt die Grundseite des zu jemer Hohe gehdrigen
- spitzwinkligen Summendreiecks. Aus Tafel IVa ersieht man nimlich, wie viel zahlreicher die
~ stumpfwinkligen Dreiecke sind, als die spitzwinkligen (unter den iiber 1050 Dreiecken der Tafel IVa sind
ok kanm 70 spitzwinklige); daher fiigt Tafel IVH noch etwa TOO spitzwinklige Dreiecke hinzu, da fiir manche
- Anwendungen spitzwinklige Dreiecke wiinschenswerter sind, als stumpfwinklige. Die Bedeutung der Zeichen ¥,
die %, T, ¥ bleibt dieselbe, wie in Tafel IVa. |
ks, Die Tafel IVe gibt aus den Tafeln IVa und IVD eine Zusammenstellung der Primdreiecke, ge- i
loi ordnet nach der kleinsten Seite @, niimlich in vier Spalten die drei Seiten nach aufsteigender Grie
@ << b < ¢, und die Flichenzahl F. Durch die Buchstaben ¢ und « hinter der MaBzahl der Seite ¢ ist an-
1li-
1) Da die anliegenden Seiten Hypotenusen sind, so muB dieser Teiler ,,Hypotenusenform* haben, also 5, 18, 17, ...
16
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IV. Tafel aller ganzzahligen (rationalen) schiefwinkligen Primdreiecke.

gegeben, ob das Dreieck spitz- oder stumpfwinklig ist. Diese Tafel IVe enthilt also nur Primdreiecke, bei
denen eine ganzzahlige Hohe — unter 100 fiir stumpfwinklige, unter 500 fiir spitzwinklige entweder
schon im Primdreieck auftritt oder in derjenigen kleinsten Ableitung, welche diese Hihe ganzzahlig macht.
Nur fiir solche Seitenzahlen @, welche in keinem Dreieck der Tafeln 1Va und b als kleinste Seite auftreten,
ist iiber deren Rahmen hinaus durch Benutzung der Tafel Ile¢ ein Dreieck gesucht und in Klammern
beigesetzt worden. — Es gibt noch viele andern rationalen Dreiecke mit derselben kleinsten Seite, als in
dieser Tafel IVe¢ enthalten sind. Denn da diese nur bis zur Hohe 100 fiir stumpfwinklige oder 500 fiir
spitzwinklige Dreiecke geht, so gind z. B. Dreiecke wie 8, 123, 125 oder 16, 241, 255, welche fiir Hihe 120
als stumpfwinklige erscheinen, nicht mehr darin enthalten. Aber wenn ein rationales spitz- oder stumpf
winkliges Dreieck mit einer Seite unter 100 nicht in Tafel IVe¢ enthalten ist, so besitzt dasselbe oder seine
Ableitungen sicher keine ganzzahlige Hoéhe unter 500 bzw. 100

Die Tafel IVd gibt ans den Tafeln IVa und b eine Zusammenstellung der Primdreiecke geordnet
nach der griBten Seite @, ndmlich in vier Spalten die drei Seiten nach absteigender GroBe a>l > ¢
und die Flichenzahl F. Durch die Buchstaben ¢ oder u hinter der MaBzahl der Seite ¢ ist angegeben, ob
das Dreieck spitz- oder stumpfwinklig ist; durch einen * Stern vor der Flichenzahl gind diejenigen Dreiecke
bezeichnet, welche keine ganzzahlige Hohe haben; durch ein § Kreuz vor der Flichenzahl ist auf die drei Drei
ecke aufmerksam gemacht, bei denen die MaBzahl fiir den Umfang und fiir den Inhalt dieselbe ist. (Die-
selbe Eigenschaft kommt auBerdem bloB noch den zwei rechtwinkligen Dreiecken 5, 12, 13 und 6, 8, 10
in Tafel II¢ zu.) Ein o Ring vor der Flichenzahl bezeichnet diejenigen Dreiecke, deren Seiten eine soge-
nannte arithmetische }"‘1'1_:5%':‘@5;:;'11,:71 bilden, also :__glr:i{‘ho. Differenzen @ — b = b — ¢ anfweisen. [_..Uir- Anzahl
solecher Dreiecke ist unbegrenzt.) — Andere rationalen Dreiecke mit drei Seiten unter 100 und ganzzahliger
Hihe, als die in Tafel IVd enthaltenen, gibt es nicht; denn die Hohe miibte kleiner als die griBte Seite sein,
und bis zur Héhe 100 sind simtliche Dreiecke vorhanden. ¥in in Tafel IV nicht enthaltenes ratiomales
Dreieck mit drei Seiten nnter 100 gehirte also jedenfalls zu den mit *Stern zu bezeichnenden, und wiirde
erst durch Erweiterung (mit einer Hypotenusenzahl) eine ganzzahlige Hohe erhalten lkdnnen, die bei einem
stumpfwinkligen iiber 100, bei einem spitzwinkligen iber HOO betragen miibte.

Die beiden Tafeln IVe und IVd erlauben ohne weitere Vorarbeit auch die Bildung rationaler
Vierecke, Fiinfecke usw. durch Aneinandersetzung mehrerer Dreiecke mit einzelnen gleichgrofien Seiten.
Rationale Sehnenvierecke entstehen durch Zusammenstellung der Seiten und ihrer Abschnitte mit den unteren
oder oberen Hohenabschnitten, auch mit den Seiten des Dreiecks der Hohenfullpunkte usw. (Wegen weiterer
Einzelheiten der rationalen Dreiecke und Vierecke mag auf die beiden oben zitierten Abhandlungen ver
wiesen sein.)
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lationale Dreiecke mit Hohen 1—100,
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[Vh, Spitzwinklige rationale Dreiecke mit Hohen 100500,
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IV h. ‘ipitr_\',i_n‘nli-'l' rationale Dretecke mit Hiéhen 100—500.
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[Ve. Rationale Dreiecke.
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IVe.

Rationale

geordnet nach der kleinsten Seite 1—100.
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